Baricentro como ferramenta para resolver
problemas de geometria

Vincenzo Bongiovanni

Os alunos do Ensino Basico tomam conhecimento da existéncia do baricentro de um
triangulo no penultimo ano do Ensino Fundamental, em geometria, quando estudam o
tema pontos notaveis de um triangulo. O baricentro ¢ apresentado como o ponto de
intersec¢do das medianas de um tridngulo. Costuma ser também apresentado com o nome
de centro de gravidade por ser o ponto que equilibra, por exemplo, uma superficie
triangular. Nesse texto apresentaremos uma defini¢do matematica de baricentro de modo
a poder resolver alguns problemas de geometria. Como precisaremos utilizar a notagao
vetorial revisitaremos inicialmente o conceito de vetor.

Revisitando o conceito de vetor.

Dada uma reta r e dois pontos A e B pertencentes a reta, chama-se segmento geométrico
AB ao conjunto de pontos { X/ X estd entre A e B}U {A,B}

Chama-se segmento orientado AB e serd indicado por (A,B) a um segmento geométrico
com uma origem A e extremidade B. Observe que o segmento orientado (A,B) ¢ diferente
do segmento orientado (B,A) mas o segmento geométrico AB ¢ igual ao segmento
geométrico BA. O segmento orientado (A, A) ¢ dito segmento orientado nulo.

Dizemos que os segmentos orientados (A,B) e (C,D) tém o mesmo comprimento se 0s
segmentos geométricos correspondentes AB e CD tém o mesmo comprimento.

Dizemos que os segmentos orientados (A,B) e (C,D) tém a mesma direcdo se 0s
segmentos geométricos correspondentes AB e CD forem paralelos ou estiverem contidos
numa mesma reta.

Dizemos que os segmentos orientados (A,B) e (C,D) contidos em retas paralelas t€m o
mesmo sentido se AC N BD =@

Dizemos que os segmentos orientados (A,B) e (E,F), contidos em retas paralelas, t¢m
sentidos contrarios se AB N EF #0

Na figura abaixo, os segmentos orientados (A,B) e (C.D) tém o mesmo sentido, repare
que AC N BD =@ e os segmentos orientados (A,B) e (E,F) tém sentidos contrérios,
observe que nesse caso AE N BF #0
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Sejam (A",B’) e (A,B) segmentos orientados de mesmo sentido contidos em retas
paralelas e (A,B) e (C,D) segmentos orientados contidos na mesma reta..

*Dizemos que os segmentos orientados (A,B) e (C,D) tém o mesmo sentido se
(A", B") e (C,D) tétm o mesmo sentido.
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*Dizemos que os segmentos orientados (A,B) e (C,D) tém sentidos contrarios se
(A",B") e (C,D) tém sentidos contrarios.
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Dado um segmento orientado (A, B), chama-se vetor AB ao conjunto formado por todos
os segmentos orientados que tém o mesmo comprimento de (A,B), a mesma dire¢ao de
(A,B) e 0 mesmo sentido de (A,B).
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Assim o vetor AB ={(A1,B1), (A2,B2) , (A3,Bs, (A4,Ba), ...}

Cada segmento orientado (A;,Bi) ¢ chamado representante do vetor AB.

Os vetores também costumam ser indicados com letras mintisculas com uma flecha.
Assim i =AB ou ¥=CD ouw=EF

Dois segmentos orientados ndo nulos sdo chamados de equipolentes se, e somente se,
tém o mesmo comprimento, a mesma dire¢do € o mesmo sentido.

A relagdo de equipoléncia ¢ uma relacao de equivaléncia pois € reflexiva, simétrica e
transitiva. Pode-se verificar que:

*(A,B) ¢ equipolente a (A,B).

*Se (A,B) ¢ equipolente a (C,D) entdo (C.D) € equipolente a (A,B)

*Se (A,B) ¢ equipolente a (C,D) e (C,D) € equipolente a (E,F) entdo (A,B) ¢ equipolente
a (E,F)

Dessa forma o conjunto de todos os segmentos orientados pode ser dividido em classes
de equivaléncia tal que a reunido de todas as classes € o conjunto de todos os segmentos
orientados e a interseccdo de duas classes quaisquer € o conjunto vazio.



Adicao de vetores
Dados os vetores AB e H)), chama-se soma de AB com CD ao vetor CE onde (D,E) ¢

um representante do vetor AB.
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Observe que CD + DE= CE. Da mesma forma escrevemos EF+ FG= EG. Observe que
numa soma de vetores, quando a extremidade do primeiro vetor coincide com a origem

do segundo vetor, o vetor soma tera como origem, a origem do primeiro vetor e por
extremidade, a extremidade do segundo vetor. Dados trés pontos quaisquer A, B e C do

plano, podemos sempre escrever AB+BC = AC.

A seguir, apresentamos uma outra maneira de obter a soma de dois vetores AB e CD.
Considere um representante (C,F) do vetor AB. A soma AB+CD sera igual a soma
CD +CF que ¢ representada pelo vetor CE que ¢ a diagonal do paralelogramo CDEF.

A adicdo de vetores obedece as seguintes propriedades:
Indicando por U, U € W os vetores teremos:

a) U+H(V+w) = (U+v)+ W paratodo i, ¥ e W

b) U+v =v +u

¢) Existe o vetor nulo 0 tal que 7i+0=1 para todo vetor
d) Existe o vetor -7 tal que %-+(-i)= 0



Multiplicacio de um vetor por um numero real diferente de zero.
Seja AB um vetor ndo nulo e k um namero real positivo.

Define-se o produto k.AB como sendo um vetor de mesma direcdo e sentido de AB e de
comprimento igual ao do segmento geométrico AB nultiplicado por k.

A%/%@

Seja AB ¢ um vetor nio nulo e k um namero real negativo,
Define-se o produto k,AB ao vetor de mesma direcao de AB, de sentido contrario ao de
AB e de comprimento igual ao do segmento geométrico AB multiplicado pelo médulo

m/%%

Se k=0 ou AB = 0 entdo k.AB=0

A multiplicagdo de um numero real por um vetor obedece as seguintes propriedades
a)a.(b.u)=(a.b) .U paratodo ae b reais e todo vetor u
b)a.(U+V)=a.U+a.V paratodo real a e todo vetor U € U
c)(a+b).u=a.u+b.u paratodo ae b reais e todo vetor u

d) 1. w'= 1 para todo vetor u.

Baricentro

O baricentro ¢ uma generalizacdo da nog@o de centro de massa no campo da
matematica. Ele se origina de uma noc¢ao puramente fisica e evolui em um poderoso
instrumento matematico. Um outro nome para baricentro utilizado na fisica ¢ centro de
gravidade. Em matematica, enquanto o baricentro se refere a conjunto de pontos, o
centro de massa e o centro de gravidade, na fisica, referem-se a segmentos, superficies e
solidos. Entre o centro de massa e o centro de gravidade hd o mesmo tipo de diferenca
que entre massa e peso. O centro de massa € absoluto ao passo que o centro de
gravidade depende do campo de gravitacdo. Em geral, quando o campo gravitacional é
uniforme eles se confundem. Vamos apresentar alguns conceitos basicos de baricentro
que nos permitirdo resolver certos problemas de geometria.

Baricentro de 2 pontos
Chama-se baricentro de dois pontos A1 e A> com massas mj € mp (m;+my#0) ao tnico
ponto G tal que (m; + mz).M—G)= mj. M—Al) + mz.M—Az)
Por exemplo, dados dois pontos A e B com massas iguais m (m# 0), para obter o
baricentro de A e B, escolhemos um ponto M qualquer do plano e criamos os vetores

MA e MB de modo que (m+m).m=m.m +m. MB = m(m +MB ). Observe na



figura abaixo que MA + MB = MC Portanto MG = — MC ou seja, MG = % MC

Dessa igualdade conclui-se que G ¢ o ponto médio do segmento MC e como as
diagonais do paralelogramo se intersectam nos respectivos pontos médios, o baricentro
¢ também ponto médio do segmento AB.
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Pode-se mostrar que o baricentro G nao depende da escolha do ponto M.

De fato, sejam A e B dois pontos de massas m; € my € vamos supor que ao escolher um
outro ponto M tivéssemos encontrado um outro baricentro Gi. Nesse caso teriamos

(m1+mz) MG = mj. MA + mp. MEB ¢ (mi+my). MlGl mj MlA +mp MlB
Mas MM1+ MlA MAe MM1+MlB MB

Logo (mi+my). MG—m1 MA+ mp MB mi. (MM1+ MlA)-f— my (MMl-‘r‘MlB )=
—(m1+m2)MM1+m1M1A+ my.M; B (m1+m2)MM1 +(m1+m2) M, Gl
(m1+mz)(MM1 + MlGl) = (m1+m2).M61 . Portanto MG —MGl. Logo G= G
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Vamos obter o baricentro dos pontos A e B com massas mi=1 e mx=1 escolhendo A
como ponto M.

(1+1).M—G)=1 .MA + 1. MB. Substituindo M por A teremos: 2.AG=AA+AB. Mas AA=0.
Logo 2.AG=AB. Portanto AG= % AB.O que mostra que o baricentro de dois pontos A e
B é o ponto médio do segmento AB.

Observe que: se G é o baricentro dos pontos A e B com massas x e y

respectivamente entdo G ¢é o baricentro dos pontos A e B com massas k.x e k.y
Usaremos a nota¢do A(x) para indicar que o ponto A esta afetado da massa x.



De fato, se G ¢ o baricentro dos pontos A(x) e A(y) entdo (x+y). MG = x.MA +y.M—B)
Multiplicando ambos os membros por k ( k # 0) teremos

k.(xty). MG = k.x. MA + k. y. MB ou seja, G ¢ o baricentro de A(k.x) e B(k.y)

O que acontece se as massas diferentes forem diferentes?
Sejam os pontos A(1) e B(3) distando 12cm um do outro. O baricentro de A e B sera

dado por (1+3).mf=1 .MA+3.MB. Fazendo M=A teremos: AG= SE Isto significa que

o baricentro se localiza no segmento AB a uma distﬁnciaz3 de AB do ponto A. Como
AB=12cm entdo AG=9cm. Logo, G se localiza a 9cm do ponto A.

A 9cm G 3cm B
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Intuitivamente, dizer que G ¢ o baricentro dos pontos A e B com massas 1 e 3 significa
dizer que uma alavanca apoiada em G equilibra as massas de 1 kg e 3 kg colocadas nas
suas extremidades.

3kg

A lei da alavanca, observada primeiramente por Arquimedes afirma que “grandezas
comensuraveis se equilibram em distancias inversamente proporcionais a seus pesos’.
Este resultado ¢ justificado por Arquimedes no livro “Sobre o equilibrio dos planos”
na proposicao 6. Isto significa que duas massas mi e mz distando respectivamente d; e
d> de um ponto G estardo em equilibrio se os produtos mi.d; e my.d> forem iguais, isto
¢, se mi.d; = ma.d>
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Uma outra definicio equivalente do baricentro de 2 pontos.
Vimos que o baricentro dos pontos A ¢ B com massas m; € mz (mi+mz# 0) € o unico

ponto G tal que (m;+my). MG=m|. M4 + mz.m?),
Escolhendo G como ponto M teremos (mi+my). GG=m,.GA+m,.GE, ou seja

mi.GA+m2.GB = 0. Essa expressao também pode ser utilizada como definigdo de
baricentro, ou seja, dados os pontos A e B com massas mi e mz, o baricentro dos pontos

A e B ¢ o unico ponto G tal que m;.GA+m».GB = 0.

Observe que se G ¢ o baricentro dos pontos ponderados A e B entdo G € um ponto da
reta AB. Reciprocamente, todo ponto da reta AB pode ser visto como o baricentro dos
pontos A e B. Para isso ¢ suficiente determinar massas convenientes para os pontos A e
B. O baricentro de dois pontos A e B coincide com o centro de gravidade do segmento
de extremidades A e B.



Baricentro de 3 pontos.
Chama-se baricentro de trés pontos A1, A> ¢ A3 com massas mi, mp, € m3 €
m;+m; +m3 #0 ao tnico ponto G tal que

(m; +my +m3).M—G)=m1. MA;+m>. MA,+ m3. MA;. De maneira analoga pode-se mostrar
que o baricentro de trés pontos ndo depende do ponto M.
Uma outra expressdo que pode ser utilizada como defini¢do de baricentro de A1,Az e A3

¢ fazendo M=G. Nesse caso teremos que m;.GA; tm2.GA,+m3.GA3; = 0.

Vamos obter o baricentro de trés pontos A, B e C, vértices de um triingulo.
Vamos adotar massas iguais a 1 para cada vértice. Como 1+1+1+# 0 entdo existe o
baricentro.

Pela definigao: (1+1+1). MG= MA+MB+MC. Fazendo M=A teremos:
3.AG=AB+AC. Donde AG= % (ﬁvLR)

A

A soma dos vetores AB e AC ¢ o vetor AD. Localizamos o ponto G a g de AD do ponto
A. Isso nos mostra que o baricentro G dos pontos A, B e C com massas 1,1 e 1 estd
localizado na mediana AM do tridngulo ABC a 2 de AM a partir do vértice A.

Arquimedes, no livro Sobre o equilibrio dos corpos, na proposi¢do 14, prova que o
centro de gravidade de uma superficie triangular ¢ também o encontro das medianas.
Intuitivamente, o centro de gravidade de uma superficie triangular ¢ o ponto onde ela
pode ser equilibrada. Isso mostra que o baricentro de 3 pontos coincide com o centro de
gravidade de uma superficie triangular. No entanto, para mais de trés pontos essa
coincidéncia nem sempre se verifica.

Baricentro de n pontos
Vamos generalizar o conceito de baricentro para n pontos do espaco.
Chama-se baricentro de n pontos A1, Az, A3, ...,An com massas mj, mp, ms, ...my
(mj+ma+ms+...+my # 0) ao unico ponto G tal que
(m+maytmst...+mn). MG=mi.MA, +m>.MA,+m3.MA; +..+my.MA,
Pode-se provar de maneira andloga que o baricentro G nao depende do ponto M.
Além disso, fazendo M=G teremos m; .GA{+mz .GA,+m3. .GA; +...+mn.G—An)= 0 que
pode ser utilizada como outra defini¢do para baricentro de n pontos.




Se G ¢ o baricentro de n pontos Ai, A, ... ,Ay de massas mi, mp, ms,..., mp entdo G é o
baricentro dos pontos A1, Ay, ...,A, com massas k.mi, k.my,....k.m, onde k ¢ um real
diferente de zero.

Por exemplo, se os pontos A e B t€ém massas 24 e 36 entdo podemos obter o baricentro
dos pontos A e B trabalhando apenas com as massas 2 e 3.

Um outro resultado que permite encontrar o baricentro de n pontos

Sejam por exemplo cinco pontos A1, Az, Az, A4 € As com massas mi, mp, ms, mg € ms
com mi+my+ms+mst+ms # 0. Suponhamos conhecidos o baricentro G de alguns pontos
como por exemplo A1, Az e Az e o baricentro Gz dos outros pontos A4 e As.Vamos
provar que o baricentro G dos pontos A1, A2, A3, A4 e As € o mesmo que o baricentro
dos pontos G| com massas m;+ma+mj3 e do ponto G com massas mas+ms.

De fato, seja G3 o baricentro dos pontos Gi (mi+mz+ms) e G2 (ms+ms). Vamos mostrar
que G=G3.

Como G ¢ o baricentro dos 5 pontos entao

(m1+m2+m3+m4+m5).m =mi. MA;+mo. MA,+m3. MAz+my. MA, +ms. M—A5)
Como Gj € o baricentro de A1, Az e Az entdo

(mi+tmy+ms). MGy=mi. MA;+ mo. MA,+m3. MA,

Como G ¢ o baricentro de A4 e As entdo (m4+ms). MG,=ms. MA,+ms. MAg

Seja G3 o baricentro dos pontos G; com massas m;+m;+m3 e do ponto G2 com
massas my+ms.

G3 sera dado por: (m1+mz+m3+m4+m5).M—Gg)= (mi+ma+ms). M—G1)+(m3+m4). M—Gz) =
(m1. MA;+ my. MA,+ms. MA;) + (ms. MA,+ms. MA;) =(m+ma+ms+me+ms). MG
Portanto M—G3)=M_G) Donde G3 =G.

Esse resultado pode ser generalizado para n pontos.

Vamos obter o baricentro de quatro pontos A, B, C e D formando um quadrado.
Vamos atribuir massas iguais a 1 a cada vértice.

Por defini¢do (1+1+1+1) MG=MA+MB+MC+MD. Fazendo M=A teremos:
4AG=AB+AC+AD. Logo, AG= i. (E+ﬁ+ﬁ)

B C

A D

Mas AB+AD=AC. Logo AG= i. (R +R)= % AC. Donde se conclui que o baricentro
dos quatro pontos ¢ o centro do quadrado.



Vamos resolver o mesmo problema utilizando o resultado anterior.

Vamos separar os 4 pontos em dois grupos: (A,B) e (C,D)

Sejam M o baricentro dos pontos (A e B) e N o baricentro dos pontos (C e D).

O baricentro dos pontos A,B,C e D com massas 1,1,1 e 1 sera o baricentro dos pontos
M e N com massas 2 e 2. Mas o baricentro de dois pontos com massas iguais ¢ o ponto
médio do segmento. Logo o baricentro sera o ponto G, centro do quadrado.

Usando uma outra notacdo: Bar{(A,1), (B,1), (C,1), D(1)} = Bar {(M,2),(N,2)} =G

B C
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Arquimedes, no livro Sobre o equilibrio dos corpos, na proposi¢ao 10, prova que o
centro de gravidade da superficie de um paralelogramo esta localizado no encontro de
suas diagonais. Esse resultado, portanto, ¢ valido para os particulares paralelogramos
como o quadrado, o losango e o retdngulo. Isso mostra que para os paralelogramos o
baricentro de 4 pontos se confunde com o centro de gravidade da superficie de um
paralelogramo.

Aplicaciao da teoria do baricentro na geometria plana

Vamos provar que as medianas de um triingulo se intersectam num tinico ponto,
Vamos atribuir massa 1 a cada vértice, Como a soma das massas ¢ diferente de zero,
existe o baricentro do tridngulo ABC. Seja G o baricentro de A(1), B(1) e C(1). Sejam
M, N e P respectivamente os pontos médios dos lados AB, BC e AC .Vamos dividir os
3 pontos em dois grupos. Primeiro, um grupo com os pontos B e C o outro com o ponto

A.
B

P
A

G =Bar {A(1), B(1), C(1)}=Bar {N(2), A(1)}. Portanto G pertence a reta AN.

Agora vamos dividir os pontos A,B e C em outros dois grupos: (A,C) e B.
G=Bar{A(1), B(1), C(1)}=Bar{P(2), B(1)}. Portanto G pertence a reta BP.

Ultima divisdo como os grupos (A,B) e C

G=Bar{A(1), B(1), C(1)} = Bar {M(2), C(1)}. Portanto G pertence a reta CM.
Conclui-se que Ge ANNBPNCM. Logo as medianas se intersectam num tnico ponto G.



Incentro
Dado um tridngulo ABC cujos lados BC, AC e AB medem respectivamente a, b e c,

e seja AS a bissetriz do Angulo ACB. Quais massas devem ser atribuidas aos pontos
A e B para que S seja o baricentro dos pontos A e B.

C

A

B
< C

>
Vamos indicar de x e y as massas dos pontos A e B.
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Necessitaremos do seguinte resultado da geometria plana denominado teorema da
bissetriz interna de um triangulo. O ponto S divide o segmento AB em duas partes tais
b
a SB'

Sendo S o baricentro de A(x) e B(y) resulta da definicao que x.§1)+y.§3)= 0 ou

y.ﬁ?) = x.AS. Essa Gltima relacdo indica que os modulos dos vetores SE ¢ AS obedecem
a relagdo g = % Mas 2= =

AS y
=—,logo ==
a SB’ g x
verifique ¢ fazery=b e x = a.

g. Uma possibilidade para que a igualdade se

pontos A(a) e C(c).

Concluindo os pontos A(a) e B(b) tem como baricentro o ponto S. Analogamente,
prova-se que o ponto P ¢ o baricentro dos pontos B(b) e C(c) e Q ¢ baricentro dos




Vamos provar que as bissetrizes internas do tridngulo ABC se encontram num
mesmo ponto.

Seja I o baricentro do triangulo ABC com os pontos A(a), B(b) e C(c) afetados das
massas a, b e c.

I=Bar{A(a), B(b), C(c)}= {S(atb), C(c)}. Logo I pertence a reta SC.

I=Bar {A(a),B(b),C(c)}={P(ctb), A(a)}. Logo I pertence a reta PA.

[I=Bar{A(a), B(b), C(c)}={Q(a+tc),B(b)}. Logo I pertence a reta QB,

Concluindo I € SCNPANQB. Logo as bissetrizes se encontram num tnico ponto I

Ortocentro

Dado um tridngulo acutingulo ABC cujos lados BC, AC e AB medem
respectivamente a, b e ¢, e seja AH; a altura do tridngulo relativa ao vértice C.
Quais massas devem ser atribuidas aos pontos A e B para que H; seja o baricentro
dos pontos A e B.

C
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Sejam x e y respectivamente as massas dos pontos A e B.
Sabemos que AHi=b.cosA ¢ BH;=acosB

Como H; ¢ baricentro dos pontos A(x) e B(y) entdo x.H;A +y. H;B = 0 ou

y.H; B=x.AH,. Essa tltima rela¢do indica que os mddulos dos vetores obedecem a
b
~ AH AH b.cos A b.cos A P e eqe
relagio == =% Mas =2 = 2222 [ ogo Z= 2222 = cosB {Jga possibilidade para que
H{B x H{B a.cosB X a.cosB

cos A

. . . b a .
a igualdade se verifique ¢ fazery = —3 X" oor De modo analogo pode-se mostrar

que H» ¢ o baricentro dos pontos B (ﬁ) e C(ﬁ) e que H3 ¢ baricentro dos pontos
Al eC)

[

COS A cosC
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Observacao: Uma outra maneira de apresentar as massas ¢ substituindo as medidas a, b
e ¢ por a=2RsenA, b=2RsenB e c=2Rsen C. Igualdades obtidas a partir da lei dos senos.

b 2RsenB

tgA -
Dessa forma teremos % =  LosB = cosB - t‘j—B . Uma possibilidade para que a
COS A CosA

igualdade se verifique ¢ fazer y = tgB e x = tgA . Portanto, podemos dizer também que
H; € o baricentro dos pontos A(tgA) e B(tgB) e de modo analogo dizer que Hz é o0
baricentro dos pontos B(tgB) e C(tgC) e que H3 € o baricentro dos pontos C(tgC) e
A(tgA).

Vamos provar que as alturas do tridngulo ABC se intersectam num mesmo ponto.
H=Bar{A(tgA), B(tgB), C(tgC)} = Bar{H1(tgA+tgB),C(tgC}

Portanto H pertence a reta CH..

H= Bar{A(tgA), B(tgB), C(tgC}=Bar {H2(tgC+tgB)), A(tgA).

Portanto H pertence a reta AH».

H=Bar{ A(tgA), B(tgB), C(tgC)}= Bar{ H3(tgC+tgA),B(tgB)}

Portanto H pertence a reta BHs.

Concluindo H € CHinAH2nBH3. Logo as alturas se encontram num Unico ponto.



Circuncentro

Dado um tridngulo ABC cujos lados BC, AC e AB medem respectivamente a, b e c,
Seja O o circuncentro do triAngulo ABC. Quais massas devem ser atribuidas aos
pontos A e B para que C’ seja o baricentro dos pontos A(x) e B(y).

A reta CO intersecta o lado BC no ponto C’. Vamos determinar os valores de x e y de
modo que C’ seja o baricentro dos pontos A(x) e B(y).

Usaremos dois resultados da geometria plana: Todo angulo inscrito numa circunferéncia
mede a metade da medida do arco compreendido entre seus lados e a area de um
triangulo ¢ a metade do produto das medidas de seus lados pelo seno do angulo
compreendido entre eles.

O angulo COB mede 2A pois A é um angulo inscrito numa circunferéncia. Sendo o
tridangulo COB isésceles pois OC = OB = raio conclui-se que o dngulo OCB mede
90°-A . Analogamente o dngulo OCA mede 90°-B.

A razdo entre as areas dos triangulos ACC" e BCC’ ¢ igual a razio entre os segmentos

, , CC'.AC. _ uC A s
AC’e BC'. Portanto sen(90—5) =4 Donde cosB _ AC’

CC’.CB.sen(90—-A4) BC acosA BC’

Como C’ ¢ o baricentro dos pontos A(x) e B(y) entdo x ﬁ+y C’B=0ou y.ﬁ’) =x AC’

i X . ~  AC
.Essa tltima relacdo indica que os modulos dos vetores obedecem a relagao e = %

AC’ bcos B
Mas —= ——.
BC acos A

y =b.cosB e x = a.cosA.

= % Uma possibilidade para que a igualdade se verifique ¢ fazer

y .y _bcosB 2RsenB.cos B sen(2B)

; setla ;z acosA - 2RsenA.cos A - sen(24)
Uma possibilidade para y e x seria fazer y=sen(2B) e x=sen(2A) .

Portanto C’¢ o baricentro dos pontos A(sen2A) e B(sen2B). De modo analogo mostra-se
que A’ ¢ o baricentro dos pontos B(sen2B) e C(sen2C) e B’ ¢ o baricentro dos pontos
C(sen2C) e A(sen2A)

O =Bar{A(sen2A), B(sen2B), C(sen2C)}=Bar{C’(sen2A+sen2B), C(sen2C)}. Logo O
pertence a reta CC".

O =Bar{A(sen2A), B(sen2B), C(sen2C)}=Bar{B’(sen2C+sen2A), B(sen2B)}. Logo O

pertence a reta BB.

Uma outra expressdo equivalente para



O =Bar{A(sen2A), B(sen2B), C(sen2C)}=Bar{A’(sen2A+sen2B), A(sen2a)}. Logo O
pertence a reta AA.

O e AA'Nn BB'NCC". Logo os segmentos CC’, BB’e AA’se encontram num unico
ponto.

Reta de Euler

Vamos provar que o circuncentro, o baricentro e o ortocentro de um triingulo,
niao equilatero, sdo colineares. A reta determinada por esses pontos recebe o nome
de reta de Euler.

Sejam G e O respectivamente o baricentro e o circuncentro do triangulo ABC
Seja H um ponto tal que OH=0A+0B+0C. Vamos provar que H é o ortocentro do

triangulo ABC.
Vamos lembrar a segunda defini¢do de baricentro que afirma que O ¢ baricentro dos
pontos  A(ma), B(mp), C(m) e D (mg) se, € somente  se,

Ma. E‘Hmb. ﬁf*—mm W+md. 0D=0

Como OH=0A+0B+0C entio -OH+OA+OB+0C = 0 Donde se conclui que O ¢
baricentro dos pontos H(-1), A(1), B(1) e C(1).

Seja M o ponto médio do lado AB.

OH= 0A+ OB+ 0C=( OM+ MA)+( OM+ MB)+ 0C = 0C+2 OM pois MA+ MB=0.
OH= 0C +2 OM ou - OH+ 0C+2 OM= 0 ou HO+ 0C+2 OM=0 ou HC=-2 OM ou
CH=2 OM. Essa igualdade mostra que as retas que contém CH e OM sdo paralelas.
Como OM ¢ perpendicular a AB pois M ¢ ponto médio da corda AB entdo CH também
sera perpendicular a reta AB. Por um raciocinio analogo mostra-se que BH e AH também
sdo perpendiculares aos lados AC e BC donde se conclui que H ¢ o ortocentro do
triangulo.

Mas O = Bar{ H(-1),A(1), B(1), C(1)} e o baricentro G do tridangulo ¢ tal que

G= Bar{A(1),B(1),C(1)}. Vamos dividir os quatro pontos H, A,B ¢ C em dois grupos.
Um grupo com os pontos A, B e C e o outro com o ponto H.
Logo O =Bar { H(-1), A(1), B(1), C(1)} = Bar{H(-1),G(3)}

Mas pela segunda defini¢do de baricentro temos que -OH+3 0G=0 ou OH=30G. Essa
igualdade mostra que os pontos O, H e G sdo colineares e a distancia de O até H ¢ o triplo
da distancia de O até G. A reta de Euler , portanto, passa pelo baricentro, ortocentro e
circuncentro do tridngulo ABC.



Seja ABCD um quadrilatero de lados AB, BC,CD e DA e M,N,P e Q
respectivamente os pontos médios de seus lados. Prove que os segmentos MP e NQ
se intersectam nos respectivos pontos médios.

B

Vamos atribuir massas 1 a cada vértice do quadrilatero.

Sejam E = Bar{A(1),B(1),C(1),D(1)}, M=Bar{A(1), B(1)}e P=Bar{D(1),C(1)}.

E= Bar{A(1),B(1),C(1),D(1)}=Bar{M(2),P(2)}. Logo E é o ponto médio de MP ¢
pertence ao segmento MP..

E= Bar{A(1),B(1),C(1),D(1)} =Bar{Q(2),N(2)}. Logo E é o ponto médio de QN e
pertence ao segmento QN.

Portanto E pertence a intersec¢do dos segmentos MP e QN e ¢ o ponto médio de MP e o
ponto médio de QN.

Seja ABCD um quadrilatero de lados AB, BC,CD e DA e sejam M,N,P e Q
respectivamente os pontos médios de seus lados. Vimos que os segmentos MP e NQ
se intersectam nos respectivos pontos médios. Vamos mostrar que o ponto E ¢é o
ponto médio dos pontos médios das diagonais do quadrilatero ABCD.

C

Vamos atribuir massas 1 a cada vértice do quadrilatero e dividir os quatro pontos em
dois grupos (A,C) e (B,D)
Seja E =Bar {A(1), B(1),C(1) e D(1)} , H=Bar{A(1) e C(1) e F=Bar{B(1) e D(1)}




E=Bar {A(1), B(1),C(1) e D(1)}= Bar{H(2),F(2)}. Portanto E ¢ o ponto médio do
segmento HF.

Aplicacao do baricentro na geometria espacial

Vamos provar que as retas que unem os pontos médios dos lados opostos de um
tetraedro passam por um mesmo ponto.

Vamos atribuir massa 1 a cada vértice do tetraedro. Como a soma das massas ¢ diferente
de zero, existe o baricentro dos 4 pontos. Seja G o baricentro dos 4 pontos A,.B,CeD e
P,R, N, M,Qe S respectivamente os pontos médios das arestas AB, AD, AC, BC, DC
e BD

A

M C

Vamos dividir os 4 pontos em dois grupos (A,B) e (C.D)

G=Bar{A(1), B(1), C(1), D(1)}=Bar{P(2), Q(2)}.Logo G pertence a reta PQ.

O outro grupo sera formado por (A,D) e (B,C)

G=Bar{A(1), B(1),C(1), D(1)}=Bar{R(2), M(2)}.Logo G pertence a reta RM.

O outro grupo sera formado por (A,C) e (B,D)

G=Bar{A(1), B(1), C(1), D(1)}=Bar{S(2), N(2)}.Logo G pertence a reta SN

Portanto Ge PQNRMMSN. Donde se conclui que as retas que unem os pontos médios
dos lados opostos de um tetraedro passam por um mesmo ponto G.



C

Vamos provar que as retas que unem cada vértice de um tetraedro ao baricentro
da face oposta passam por um mesmo ponto,

Vamos atribuir massa 1 a cada vértice do tetraedro. Como a soma das massas ¢ diferente
de zero, existe o baricentro dos 4 pontos. Sejam Gi, G2, G3 e G4 respectivamente 0s
baricentros das faces BCD, ADC, ABC e ABD do tetraedro. Portanto,

Gi=Bar {B(1), C(1), D(1)}, Go=Bar {A(1), D(1), C(1)}, Gs=Bar {A(1), B(1), C(1)} e
Gs=Bar {A(1), B(1),D(1)}

Seja G=Bar {A(1),B(1),C(1),D(1)}. Logo,

G=Bar {A(1),B(1),C(1),D(1)} = Bar{Gi(3), A(1)} Donde G pertence a reta AG;

G= G=Bar {A(1),B(1),C(1),D(1)}=Bar{G2(3),B(1)} Donde G pertence a reta BG>
G= G=Bar {A(1),B(1),C(1),D(1)}=Bar{Gs(3),D(1)} Donde G pertence a reta DG3
G= G=Bar {A(1),B(1),C(1),D(1)}=Bar{G4(3),C(1)}. Donde G pertence a reta CG4
Portanto G € AG1N BG2NDG3N CGy




Conclui-se que as retas que unem cada vértice de um tetraedro ao baricentro da face
oposta passam pelo ponto G.

C

Vamos provar que as retas que unem o baricentro de faces opostas de um
hexaedro passam por um mesmo ponto.

A

B

Vamos atribuir massa 1 a cada vértice do hexaedro. Como a soma das massas ¢
diferente de zero, existe o baricentro dos 8§ vértices. Sejam M, P,S,Q,R e N
respectivamente os baricentros das faces ABCD, DAEH,ABFE,CBFG,DCGH e HEFG.
Seja J=Bar{A(1), B(1),C(1),D(1),E(1),F(1),G(1),H(1)}

J=Bar{M(4),N(4)}. Logo J pertence a reta MN

J=Bar{Q(4),P(4)}. Logo J pertence a reta QP.

J=Bar{R(4),S(4)}. Logo J pertence a reta RS,

Portanto J pertence MNM QP N RS,

Conclui-se que as retas que unem o baricentro de faces opostas de um hexaedro passam
pelo ponto J.



O centro de gravidade da superficie de um quadrilatero qualquer nio se localiza
no baricentro dos seus 4 vértices.

Do mesmo modo, o centro de gravidade de um conjunto de pontos formado pelos 4
lados do quadrilatero nio se localiza no baricentro dos seus 4 vértices.

Baricentro de um trapézio qualquer.

=
I LR R TR R R R R RN RN §

D 12 C

Consideramos cada vértice com massa igual a 1. Vamos agrupar os 4 pontos em dois
grupos (A,B) e (C,D). O baricentro dos pontos A e B é o ponto médio M e o baricentro
dos pontos C e D ¢ o ponto médio N. O baricentro dos 4 pontos A,B,Ce D ¢ o
baricentro dos pontos M e N com massas iguais a 2. Logo ¢ o ponto médio G do
segmento MN.



Centro de gravidade da superficie de um trapézio qualquer

Para determinar o centro de gravidade da superficie de um trapézio, o decompomos em
dois triangulos ABD e DBC e determinamos os baricentros dos dois triangulos. Sejam
G1 e G2 tais baricentros. Finalmente determinamos o baricentro dos dois pontos G1 e
(G2 com massas iguais as areas dos tridngulos. Por qué areas? Como a densidade
superficial ¢ dada pelo quociente entre a massa e a area, temos que a massa m ¢ igual a
densidade vezes a area.Portanto a massa de G1 sera a densidade d vezes a area do
triangulo ABD e a massa de G2 seré a densidade d vezes a area do triangulo DBC.

O baricentro dos pontos G1 e G2 com massas 4d e 24d sera
28dMG3==4dMG1+24dMG2. Fazendo M=G1 e dividindo os dois membros por 6d
teremos 7G1G3=G1G1+6G1G2. Portanto G1G3=6/7 G1G2. Observe que o baricentro
G3 pertence a reta G1G2.



Na mesma figura podemos visualizar o baricentro G dos 4 vértices e o baricentro G3 da
superficie do trapézio ndo coincidindo. .

A M B

- - - - - - - -

Poderiamos ter escolhido outros dois triangulos e obtidos os baricentros T1 e T2
A interseccdo da reta G1G2 com a reta T1T2 fornece o centro de gravidade G3 da
superficie do trapézio.

Em geral o centro de gravidade de uma superficie poligonal pode ser determinado
decompondo o poligono em triangulos ou retangulos, construindo os centros de
gravidade Gi de cada triangulo ou retangulo e calculando as areas ai de cada triangulo



ou retangulo. O centro de gravidade da superficie do poligono sera o baricentro do

sistema de pontos Gi afetados das massas ai

Para calcular o centro de gravidade da figura abaixo, podemos dividi-la em retangulos
de duas maneiras diferentes e obter os centros de gravidade de cada figura.

¥
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