Alguns aspectos relacionados com o ensino/aprendizagem da geometria
(Vincenzo Bongiovanni)

1) O objeto da geometria

A geometria elementar trata de pontos, retas, planos, angulos, triangulos, poligonos, circunferéncias, etc.,
que sao abstracoes dos pontos, retas, planos, angulos, triangulos, poligonos, circunferéncias, etc., do nosso
espaco fisico. As relagdes que existem entre os entes fisicos sdo aproximacdes muito boas das relagdes que
existem entre os correspondentes entes ideais. No entanto, o ensino da geometria tem ignorado a relacao
entre os entes fisicos representados por desenhos e os entes ideais. Nos primeiros anos do Ensino
Fundamental, os alunos manipulam objetos geométricos tridimensionais (blocos légicos, material
dourado, puzzle, dobraduras, tangram, etc.).

No Ensino Fundamental II, as manipula¢cdes desaparecem lentamente em prol de atividades no ambiente
papel e lapis ou num ambiente informatico. Nos dois ultimos anos do Ensino Fundamental II,
repentinamente passa-se a trabalhar com objetos tedricos. O ponto ja ndo tem dimensao, o segmento tem
comprimento, mas ja ndo tem mais espessura e assim por diante. Os alunos nao percebem que houve a
transicdo de uma representagdo para um objeto tedrico e consequentemente confundem com frequéncia
propriedades do desenho com propriedades do objeto. Quando, por exemplo, a figura desenhada é um
triangulo, os alunos enxergam somente o triangulo que esta sob os seus olhos, em geral acutangulo, e ndo
um representante do objeto tedrico triangulo. E o raciocinio do aluno é desenvolvido sobre a particular
figura desenhada. Enquanto o professor olha o desenho e vé o objeto geométrico, o aluno, como nao tem
os mesmos conhecimentos do professor, s4 enxerga o que vé naquele particular desenho.

Quando o professor diz: “considere um angulo inscrito numa circunferéncia”, o aluno imagina

O professor por sua vez, raciocina como se o aluno imaginasse todos os casos possiveis :

HODOS

Colette Laborde afirma que o ensino da geometria deve permitir ao aluno diferenciar o espaco fisico
(sensivel) do espago geométrico (abstrato) pois é somente a partir desta distin¢gdo que o aluno podera
compreender as questdes que sdo apresentadas em geometria e as respostas que poderdo ser dadas. E
uma mudanca de contrato que deve ser explicada ao aluno.



2) Brousseau e o espaco fisico

Brousseau considera que o tamanho do espaco fisico é uma variavel didatica. Ele classifica o espago em
trés niveis: microespago, mesoespago e macroespaco.

¢ O microespago é o espaco dos objetos pequenos que podem ser deslocados e manipulados. O aluno
esta no exterior do micro espaco. A folha de papel onde o aluno trabalha é um micro espaco.
Determinar a altura de um tridngulo desenhado numa folha de papel é um problema situado no
micro espaco.

¢ O mesoespago é o espaco dos objetos que variam até 50 vezes o tamanho do aluno. Esses objetos
podem ser vistos globalmente, praticamente de maneira simultinea. O aluno faz parte do
mesoespaco. A classe, o patio da escola sao mesoespacgos. Determinar a altura de uma arvore € um
problema situado no mesoespaco.

¢ O macroespago é o espaco dos objetos nos quais o aluno s6 pode ter uma visao parcial. A visdo
global é uma construgdo intelectual. O aluno esta no interior do macro espac¢o. A determinacao do
raio do planeta Terra e da distancia Terra/Lua sdao exemplos de problemas situados no
macroespaco.

Brousseau afirma que as grades curriculares s6 privilegiam problemas do microespaco e sustenta que é
necessario apresentar aos alunos nao somente problemas relacionados ao microespag¢o, mas também ao
mesoespago e ao macroespago. Isto pode ajudar o aluno a relacionar o espago fisico com o espaco
geométrico e a transitar da geometria da observacao para a geometria da dedugao.

3) Nos curriculos, a geometria esta desvinculada do desenho geométrico

Varias pesquisas sobre o ensino/aprendizagem da geometria elementar apontam a falta de um trabalho
integrado da geometria com o desenho geométrico. E como se fossem duas disciplinas distintas. As
construgdes geométricas sdo atividades que levam o aluno ao dominio de conceitos geométricos pois € na
constru¢do geométrica de um objeto tedrico que o aluno ira perceber a necessidade do conhecimento das
propriedades geométricas do objeto tedrico. E importante integrar as construgdes geométricas ao ensino
da geometria.

O software de geometria dindmica propicia aos alunos a possibilidade de verificarem por si mesmos se a
construgdo feita obedece a todas as propriedades do objeto tedrico. Ele permite diferenciar construcoes
erroneas, chamadas na geometria dinamica de construgdes moles, de construcoes corretas, denominadas
na geometria dinamica de construgdes robustas. Uma construcdo mole é apenas a reproducao da imagem
mental que temos da figura. Numa construcdo mole, o objeto se desfaz quando se manipula um objeto de
base. Numa construcao robusta o aluno utiliza as propriedades da figura para obter a sua representacao.
Nesse caso, a construgdo resiste ao deslocamento de um objeto de base. A geometria dindmica contribui a
estabelecer uma importante distingao entre desenhar e construir.



Podem

os diferenciar desenho e construcdo da seguinte maneira:

Desenhar é reproduzir a imagem mental que temos de um objeto geométrico. E uma das
representacdes de um objeto geométrico tedrico. E um tracado material valido para uma posigio
particular do objeto em questao.

Construir é utilizar as propriedades do objeto geométrico para obter a sua representacdo. A
constru¢do, quando realizada num software de geometria dinamica, preserva, quando do
deslocamento de um de seus pontos, as propriedades ligadas ao objeto geométrico que representa.
Podemos dizer que, nesse caso, a constru¢do é um desenho dinamico, que ndo perde as suas
propriedades quando do deslocamento de um de seus pontos de base. A construcdo vai além do
simples tracado empirico controlado apenas pela visualizacdo. A manipulacdo de um representante
de um objeto geométrico construido por um software de geometria dindmica pode contribuir para
uma melhor compreensao do objeto tedrico.

4) Estereotipos

O tratamento estereotipado dado aos objetos geométricos pelos livros didaticos e, as vezes, pelos
professores pode induzir os alunos a erros e leva-los a ndo reconhecer desenhos desses mesmos objetos
quando apresentados em posi¢des diferentes. Por exemplo, as alturas dos tridngulos sdo sempre tragadas
em triangulos acutdngulos, as retas sdo sempre tracadas paralelas as bordas da folha do caderno, os
quadrados sao sempre desenhados com lados paralelos as bordas da folha de papel.

A

Figl D/\E

As alturas dos triangulos sdo  Os alunos reconhecem que a
sempre tracadas em Figura I é um quadrado, mas o B F ©
triangulos acutangulos. mesmo quadrado (Figura II) nao DE/BC e EF/IAB
costuma, em geral, ser Os alunos reconhecem o teorema
reconhecido como quadrado. de Tales quando DE || BC mas nio

o visualizam quando FE || AB.

5) Inobservancia do enunciado

7

Um aspecto observado por professores no ensino da geometria é a ndo observancia dos alunos nas
hipdteses do enunciado de um problema. Os dois exemplos a seguir foram propostos a alunos do Ensino

Basico.
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O que se pode afirmar sobre o valor de x? O que se pode afirmar sobre o valor de x?

Na primeira figura, a maioria dos alunos se deixou seduzir pelo desenho e usou o teorema de Pitagoras
para afirmar que o valor de x é 5. No entanto ndo havia a informacdo que o angulo oposto a x era reto. Com
as informacdes dadas é possivel construir infinitos tridngulos. Parsysz fala em “contaminacao do sabido
pelo percebido”. No segundo exemplo, sdo dadas trés retas cortadas por duas retas e se pede o valor de x.
Nesse caso, os alunos se deixam também levar pelo percebido (as retas parecem paralelas) e respondem
em geral que x = 8 usando para isto o teorema de Tales.

6) Desafios da geometria espacial

Em relacdo ao ensino/aprendizagem da geometria espacial as dificuldades sdao de outra natureza. A
maioria dos professores de Matematica considera a Geometria Espacial um tema dificil de ser ensinado.
Por sua vez, a maioria dos alunos considera a Geometria no espaco um tema dificil de ser aprendido. Por
que tanta dificuldade no ensino e aprendizagem desse tema?

Uma das principais razdes esta relacionada com a codificacao e decodificacdo de figuras espaciais. Codificar
é representar no plano um objeto tridimensional e decodificar é interpretar a representacao plana de uma
figura espacial. Em geral, hd uma perda de informagdes quando se passa de um objeto tridimensional para
sua representac¢do bidimensional. De fato, um objeto representado no papel ndo corresponde a formacgao
da imagem mental que se tem do objeto.

Por exemplo, sabemos que todas as faces de um cubo sdo quadradas, mas representamos algumas de suas
faces por paralelogramos. Sabemos que a base de um cone circular é um circulo, mas a representamos por
uma elipse. Retas reversas nao se intersectam, mas as suas representagdes no plano sao retas concorrentes
ou paralelas. As faces de uma piramide triangular estdo em 4 planos distintos, mas numa folha de papel sao
representadas num unico plano. Portanto, ha um conflito entre o que é visto no espaco e o que é
representado em um suporte bidimensional. Quando lidamos com representagdes espaciais, o controle
perceptivo esta ausente, tanto na codificacao quanto na decodificacao.

Outra dificuldade na aprendizagem da geometria espacial é proveniente da fraca experiéncia que os alunos
trazem do ensino basico com a manipulagdo e exploracdo de objetos sdlidos e maquetes. Diversos trabalhos
mostram que essa capacidade de elaborar e interpretar uma representacdo grafica — chamada de
habilidade espacial ou de visualiza¢do espacial — pode (e deve) ser estimulada. Surge entao uma questao:
como desenvolver a visualizacdo espacial?



7) Visualizacao espacial

Uma alternativa apontada por varias pesquisas para desenvolver a visualizacdo espacial é propiciar
inumeras situacdes com materiais concretos, qualquer que seja a idade do aluno (Parsysz). Uma outra que
comeca a ser investigada é a utilizacdo de representa¢des dindmicas em ambientes informaticos. Em
setembro de 2004, no Congresso Internacional Cabriworld, realizado em Roma, foi langado o Cabri 3D, um
software de geometria dinamica 3D.

Esse software, além de preservar as propriedades de objetos geométricos tridimensionais quando
manipulados, permite também mudar o ponto de vista em relacdo ao objeto representado. E possivel olhar
o sélido de cima, de lado, de frente, de baixo ou de qualquer ponto de vista, em diversos sistemas de
representacdo. Além dessa grande vantagem, o Cabri 3D é um software de manipulagdo direta em trés
dimensodes. [sto significa que o usuario age diretamente sobre a representacao grafica dos objetos que estao
na tela ao invés de agir sobre a sua representacao interna (o c6digo).

Diversas pesquisas apontam que a explicitacdo das regras de representacdo pode favorecer o
desenvolvimento da visualizacao espacial. Parsysz na sua tese de doutoramento enfatiza a importancia de
se ensinar as regras de representacdo a alunos do Ensino Basico. Machado no livro Epistemologia e
didatica, diz : “... poucos sdo os professores que buscam de modo consciente o desenvolvimento nos
alunos da capacidade de representar. Tal capacidade de transitar do objeto para a representacdo plana e
vice-versa, sem duvida é possivel de ser desenvolvida, competindo a escola a realizacdo de tal tarefa”.

8) Planos geométricos

Em rela¢do a geometria espacial, a pesquisa de Rommevaux (tese de doutoramento) afirma que as maiores
dificuldades encontradas pelos alunos na resolu¢do de um problema estdo situadas no discernimento de
planos contidos nas situacdes estudadas e representadas. Rommevaux afirma que saber discernir esses
planos é um passo decisivo para a aprendizagem da geometria espacial.
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Para obter a distancia entre duas arestas opostas (BC e AD) de um tetraedro regular ABCD de aresta a, €
necessario discernir o plano passando pelos pontos M e H onde M e H sdo ponto médios das arestas BC e
AD. A altura do triangulo is6sceles AMD sera a distancia.



9) O olhar de Parsysz sobre o ensino da geometria.

Bernard Parsysz apresenta um modelo para o ensino da geometria onde destaca 4 etapas no
desenvolvimento do pensamento geométrico:

A primeira etapa é denominada por ele de geometria concreta (nivel GO); nesse nivel parte-se da
realidade, do concreto e os objetos sao materializados.

A segunda etapa é denominada de geometria espago-grafica (nivel G1), que é a geometria das
representacoes figurais e graficas; nesse nivel os objetos sao bidimensionais como por exemplo
desenhos produzidos numa folha ou numa tela de um computador. A justificativa de propriedades
é feita pelo “olhar”.

A terceira etapa é denominada de geometria protoaxiomatica (nivel G2); nesse nivel os conceitos
sdo objetos tedricos e as demonstragdes dos teoremas sao feitas a partir de premissas aceitas pelos
alunos de modo intuitivo. E possivel que nesse nivel elementos de GO e G1 sejam incorporados no
G2, ou seja, € possivel que o sabido se apoie ainda no percebido.

A quarta etapa é denominada de geometria axiomatica (nivel G3); nesse nivel os axiomas sdo
explicitados completamente.

Parsysz afirma que uma das grandes tarefas do professor de matemadtica no ensino da geometria é
promover o salto de valida¢des perceptivas para validacoes dedutivas.

10) A articulacdo das quatro faces do tetraedro segundo Machado

Para garantir uma aprendizagem significativa da geometria, Machado sugere articular quatro processos
no ensino da geometria:

Percepcao

Construgao
Representacao
Organizacdo conceitual

“Na construcao do conhecimento geométrico, em vez de uma polarizacdo empirico/formal, é fundamental

a caracterizacdo de quatro processos: a percep¢ao, a construcao, a representacao e a concepg¢ao. Nao sao
fases que se sucedem linear e periodicamente, mas faces como as de um tetraedro, com elementos
comuns e multiplamente articuladas.”

Nao obstante o fato de a iniciagdo em geometria realizar-se por meio da percep¢do de formas e de suas
propriedades caracteristicas através de atividades sensoriais, como a observa¢do e a manipulagdo de
materiais, desde muito cedo tais atividades relacionam-se diretamente com a construgao de objetos em



sentido fisico, através de massas, varetas ou papéis, por exemplo, bem como com a representagdo de
objetos através de desenhos.

Ocorre, no entanto, que essas atividades intermediarias, sobretudo as correspondentes a representacao,
ndo costumam ser suficientemente valorizadas como elementos fundamentais dos processos cognitivos,
sendo, muitas vezes, concebidas tendo em vista primordialmente alcangar-se, o mais rapidamente possivel,
a organizac¢do conceitual. E a fecundidade da geometria nasce precisamente da articulacdo das quatro
faces anteriormente citadas.

Conforme Machado, “No caso especifico do ensino da geometria, constituem desvios a serem evitados o
tratamento isolado de qualquer uma das faces, constituindo-se temas ou mesmo disciplinas como
Construgdes geométricas.” Ele complementa: “E tdo importante transitar, como uma crianca, da percepg¢io
a construcdo, dai a representacdo e, entao, a organiza¢do conceitual, quanto o é realizar o percurso do
engenheiro, que concebe o objeto antes de representa-lo e construi-lo, e sé entdo torna-lo palpavel.”

11) A diversidade de registros segundo Duval

Cada conceito pode ser apresentado ao aluno em diferentes registros (Duval cita o registro da lingua
natural, o registro grafico, o registro simbdlico, o registro figural). Cada aluno tem mais ou menos facilidade
em trabalhar num determinado registro. Quando um problema é proposto num registro diferente daquele
do dominio do aluno, saber mudar de registro ajuda o aluno a resolver melhor o seu problema pois toda
representacdo é cognitivamente parcial em relacdao aquilo que ela representa. Duval (1996) sustenta que
para que um conhecimento ou um saber matematico possa ser colocado em funcionamento, € necessario
que o aprendiz o apreenda ndo somente com um registro, mas com pelo menos dois registros de
representacdo e que saiba coordenar esses registros.

12) O papel das figuras

De grande importancia para o estudo da geometria sao as figuras. Segundo Duval, o principal motivo é que
na resolucdo de um problema, a representacdo figural mostra mais facilmente a ideia da solug¢do do que
em outros registros. Os desenhos permitem um acesso mais direto, mais rico e menos custoso que um
texto. Mas um desenho é visto por um aluno diferentemente de como € vista por um professor. Muitas vezes
para resolver um problema é necessario transformar (modificar) a figura dada em outras figuras para
obter novos elementos que poderdo nos levar a ideia da solu¢cdo de um problema ou de uma prova. Uma
dessas transformacdes recebe o nome de reconfiguragdo e consiste na divisdo da figura em outras
subfiguras que podem ou ndo serem reagrupadas formando outras figuras. Ha fatores que tornam a
operacdo de reconfiguragdo mais ou menos visivel ou mais ou menos complexa. O estudo desses fatores, o
reconhecimento de diferentes reconfiguracoes e a sele¢do da reconfiguracao pertinente na resolu¢do de
um problema deve ser levado em conta pelo professor no ensino da geometria.

13) A mudanca de quadros segundo Douady



O conceito de “quadro, mudanca de quadro e jogo de quadros” foi utilizado na didatica da Matematica
francesa pela primeira vez por Régine Douady na sua tese de doutoramento "/eux de cadres et dialectique
outil-objet dans l'enseignement des mathématiques'. Douady caracteriza a no¢do de quadro da seguinte
maneira: “Um quadro é constituido de objetos de um campo da matematica, de relacdes entre esses objetos,
de suas formula¢des eventualmente diferentes e das imagens mentais associadas a esses objetos e a essas
relagdes”.

O quadro da geometria euclidiana, por exemplo, é constituido pelos axiomas de Euclides ou de Hilbert ou
de Birkhoff. Se a axiomatica em questao for a de Euclides, o quadro incluira os 5 postulados de Euclides
(segundo a tradugdo de Vitrac), os 9 axiomas de Euclides e todas as 465 proposi¢cdes demonstradas por
Euclides. Entre esses resultados estdo os quatro casos de congruéncia de triangulos, todos os teoremas
relacionados com os triangulos, os quadrilateros, circunferéncia, o teorema de Tales, o teorema de
Pitadgoras e os casos de semelhanga de triangulos.

Muitas vezes na geometria, para resolver um problema, é necessario mudar de contexto no qual o problema
é apresentado. Douady chama essa passagem de mudan¢a de quadro. Essa mudanca de quadro pode
permitir uma nova entrada nas dificuldades encontradas pelos alunos e pode fazer emergir ferramentas e
técnicas ndo pertinentes na primeira formulacao.

Douady propoe também um jogo interativo entre quadros que consiste em uma mudanca de quadro
seguida de um retorno ao quadro inicial. Esse jogo consiste em transferir o problema de um quadro para
um outro, interpretar as correspondéncias entre os elementos dos dois quadros, resolver o problema e
finalmente voltar com a solucao do problema para o quadro de partida.

14) A dialética ferramenta/objeto segundo Douady

Régine Douady na sua tese de doutoramento “Jogo de quadros e dialética ferramenta/objeto” sugere uma
nova organizacao para a construcao de certos conceitos. Podemos resumir esta organizacao chamada
dialética ferramenta/objeto da seguinte maneira: “Para certas nog¢des, uma sequéncia de atividades
fazendo alternar o aspecto ferramenta da nog¢do visada com o aspecto objeto, seguida de uma
institucionalizacdo, e seguida de exercicios variados de familiarizagdo que precisam das nogdes
recentemente institucionalizadas e sua reutilizacao numa situacao nova, pode ajudar na construcdo de um
conhecimento procurado. "

15) Reconhecimento da hierarquia das dedugdes

Muitos alunos ndo tém consciéncia que uma ldgica permeia a geometria e que todos os resultados
geométricos podem ser obtidos um apds o outro dedutivamente. Para eles defini¢cdes, postulados e
teoremas sdo conceitos sem nenhuma hierarquizacdao. (GRAVINA-1996 VII Simpdsio Brasileiro de



Informatica na Educacdo). A geometria euclidiana pode ser apresentada por uma justaposicdo de
resultados ou por um encadeamento logico dos resultados. Euclides priorizava o método axiomatico
mesmo sendo a sua axiomatica incompleta.

Uma axiomatica completa da geometria euclidiana foi apresentada por Hilbert num curso dado por ele em
1898 e publicado em 1899 no seu livro Fundamentos da geometria. Hilbert baseou a sua exposicao em trés
conceitos primitivos (ponto, reta e plano), em trés relagdes fundamentais (incidente, estar entre e
congruente) e em cinco grupos de axiomas (axiomas da incidéncia, axiomas da ordem, axiomas da
congruéncia, axiomas da continuidade e o axioma do paralelismo). Os axiomas estabelecem as ligacdes
entre os conceitos primitivos e as relacdes fundamentais.

A apresentacdo atual da geometria euclidiana, muito mais amena que a forma de Hilbert, foi proposta por
Birkhoff em 1930 e adaptada mais tarde por Moise e Pogorelov. Ela utiliza os nimeros reais e as fungdes
no seu sistema de axiomas. Em 1872 Félix Klein prop6s uma alternativa para o estudo da geometria
euclidiana que utiliza as transformac¢des geométricas.

16) As transformagdes geométricas

A inclusao das transformacgdes geométricas no estudo de conceitos geométricos vem sendo enfatizada
pelos Parametros Curriculares Nacionais (MEC/SEF, 1998). A Geometria apresentada no Ensino
Fundamental e Médio é a Geometria Euclidiana que tem como ferramentas principais, tanto na resolucao
de problemas quanto nas demonstracdes, a congruéncia e a semelhanca de tridngulos. As isometrias,
transformacgdes geomeétricas que preservam distancias, e as homotetias, transformag¢des geométricas que
preservam o paralelismo e a razdo entre segmentos correspondentes permitem dar um tratamento mais
geral a nocdo de congruéncia e semelhanca. Um dos objetivos da introducdo das transformacgdes
geométricas no ensino da geometria é ampliar certos conceitos geométricos e fornecer novos métodos para
resolver certas classes de problemas geométricos.

17) A problematica prova/demonstra¢do

Consideramos a problematica da prova/demonstracdo em Matematica como um desafio a ser enfrentado.
E um tépico dos mais delicados no ensino tanto para professores como para alunos. O fato de se pedir ao
aluno justificar um resultado a partir de premissas da geometria euclidiana se apresenta a ele mais como
uma exigéncia de um contrato didatico do que propriamente uma necessidade. Estudos do pesquisador,
De Villiers, afirmam que um dos maiores problemas no ensino da demonstracao é a dificuldade que os
alunos tém em compreender a necessidade da prova, principalmente quando os resultados a demonstrar
sao evidentes.

Estudos internacionais em Educacdo Matematica indicam que os alunos tendem a confundir justificativas
empiricas com raciocinios dedutivos e analisam argumentos de acordo com aspectos de forma e nao de
contetido. (Chazan, 1993; Healy e Hoyles, 2000). E importante proporcionar aos alunos situacdes que
provoquem o salto de validagdes perceptivas para validagdes dedutivas. E preciso capacitar o aluno a ter
um controle sobre a sua agao. Freudenthal sugere o caminho da organizacao logica local no ensino da
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demonstracdo. Na educacdo basica é mais importante falar em processos de validacio do que em
demonstracao formal.

18) Demonstra¢oes baseadas em uma logica local

Hans Freudenthal (1905-1990) escreveu um livro chamado Matematics as an Educational Task, publicado
em 1973 onde dedica um capitulo sobre a geometria. Ele define a geometria (usada no ensino basico) da
seguinte maneira: “Geometria é compreender o espaco, [...] esse espaco no qual a crianga vive, respira e se
movimenta. O espago que a crianca deve aprender a conhecer, explorar, conquistar, com vista a viver,
respirar e movimentar-se melhor”. Ele defende que no ensino da demonstracao, em vez de se pretender
apresentar ao aluno um sistema axiomatico completo, devem ser apresentadas experiéncias de
organizacdo légica local, em que alguns resultados conjeturados sejam obtidos por meio de curtas
deducdes, interligados logicamente. Uma proposta de organizacdo légica local poderia consistir em
assumir os casos de congruéncia de um triangulo para provar as propriedades dos quadrilateros. Uma
outra proposta poderia consistir em assumir os axiomas de area para demonstrar as férmulas das areas de
poligonos. Uma terceira proposta poderia consistir em assumir que retas paralelas, quando cortadas por
uma reta transversal, determinam angulos alternos internos congruentes para demonstrar as formulas da
soma das medidas dos angulos internos e externos dos poligonos

19) O processo de aprender a demonstrar em geometria

Balacheff e Gutierrez distinguem duas grandes categorias de provas que intervém na aprendizagem da
demonstracdo: as provas pragmaticas, ligadas a acao (provas baseadas em manipulacdes ou exemplos
concretos onde a intuicdo e a experimentacdo desempenham papéis fundamentais.) e as provas
intelectuais que se caracterizam por um distanciamento em relacdo a acdo. Balacheff analisa
detalhadamente as demonstra¢des pragmaticas enquanto Gutierrez se concentra mais nas demonstracoes
intelectuais em que a conviccdo provém de argumentos abstratos baseados em propriedades gerais,
operacoes abstratas e dedugdes logicas. Tais classificagdbes podem ajudar o professor a diferenciar
validag¢des perceptivas, daquelas instrumentalizadas e daquelas dedutivas

20) A teoria dos irmaos van Hiele no ensino e aprendizagem da geometria

Essa teoria propde uma progressao na aprendizagem da geometria através de 5 niveis cada vez mais
complexos. O objetivo inicial dos van Hiele era ajudar os alunos a desenvolver o insightem geometria. Eles
definem o insight da seguinte maneira: uma pessoa mostra insight se é capaz de se desempenhar numa
situacdo nao usual, se desenvolve corretamente e adequadamente as acoes requeridas pela situacado e se
desenvolve deliberadamente e conscientemente um método que resolva a situacdao. Quando os estudantes
tém insight, eles sao capazes de aplicar seu conhecimento ordenadamente para resolver problemas e
entendem o que estdo fazendo e por que estao fazendo. O professor tem um papel fundamental ao definir
as tarefas adequadas para os alunos progredirem para niveis superiores de pensamento.



21) A importancia de um trabalho com a defini¢do segundo Cécile Ouvrier

Cécile Ouvrier-Buffet na sua tese de doutoramento afirma que construir definicées desempenha um papel
essencial na atividade matematica interagindo dialeticamente com a formacdo de conceitos. As situacdes
de construcdo de definicao estdo ausentes no ensino em todos os niveis e sugere que os professores
proponham situacdes de constru¢do de definicdo em classe como uma primeira entrada do aluno na
construc¢do de um conceito. Cita como exemplos, os conceitos de trapézio, trapézio isdsceles, quadrilateros
e conjunto convexo.

22) A dialética novo/antigo segundo Chevallard

Todo saber ensinado progride segundo uma dialética do antigo para o novo. Se desejamos introduzir uma
no¢do matematica nova no ensino devemos fazé-lo com a condi¢do de nao o fazer aparecer como
radicalmente nova, mas sim como um prolongamento de conhecimentos antigos. E a dialética antigo-novo.
Todo objeto do saber que desejamos ensinar deve ser apresentado inicialmente como novo. Deve-se em
seguida mostrar que esse objeto tem uma outra face: ele se inscreve na perspectiva do universo de
conhecimentos antigos.

23) Dualidade conceito x figura

Fishbein (1993) no artigo The theory of figural concepts, Educational Studies in Mathematics, 24/2, 139-
162 trata o objeto geométrico como tendo duas componentes: uma conceitual e outra figural. A
componente conceitual expressa as propriedades do objeto. A componente figural corresponde a imagem
mental que temos do objeto. Na formacdo da imagem mental o desenho desempenha um papel
fundamental, mas ele pode interferir negativamente no aspecto conceitual. E necessario construir os
conceitos geométricos com equilibrio conceitual e figural.

24) Michele Artigue e a andlise a priori

Uma das etapas da metodologia chamada de engenharia didatica é a analise a priori. Antes de apresentar
uma atividade ao aluno, é desejavel que o professor faga uma anélise a priori da atividade. E uma anélise
tedrica independente de toda realizacdo particular da situagdo proposta. Trata-se de esclarecer o que pode
acontecer com os saberes em jogo quando a situacao é colocada em funcionamento.

Para evitar surpresas na aplicacdo de uma atividade, é importante que o professor saiba qual € o objetivo
da atividade proposta, quais conhecimentos prévios dos alunos sdao necessarios para a resolucdao da
atividade, quais conhecimentos poderdo ser apropriados pelos alunos para serem utilizados em outras
atividades, quais as possiveis estratégias esperadas dos alunos na resolugdo da atividade, quais as possiveis
dificuldades que eles terdo na resolucdo da atividade, quais mudancas de quadros poderao favorecer a
resolucdo da atividade, quais registros de representacao poderao ser utilizados pelos alunos, que tipos de
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ajuda serdo dadas caso o aluno fique bloqueado na resolucao e que tipo de controle o aluno tera sobre a
sua acao.

25) O contexto histodrico

Certos conceitos geométricos podem ser mais bem compreendidos a partir da historia. Por exemplo, pode-
se utilizar a evolucao das defini¢cdes dos quadrilateros notaveis para mostrar a riqueza do conhecimento
historico na formacao de conceitos geométricos. As concepg¢des dos alunos em relagdo as definigdes de
quadrado, retangulo, losango e paralelogramo nas séries iniciais se assemelham muito com as de Euclides
e Legendre ao passo que, nas séries finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, se assemelham mais
a concepgao de Hadamard. Outro exemplo poderia ser o surgimento do numero .

26) Os niveis de conhecimento, segundo Aline Robert

No artigo “Ferramentas de analise dos conteildos matematicos a ensinar” (Recherches en Didactique des
Mathématiques, vol. 18, no2, pp.139-190,1998), a pesquisadora francesa Aline Robert classifica o
funcionamento dos conhecimentos matematicos pelos alunos em 3 niveis: técnico, mobilizavel e
disponivel.

O aluno pde em funcionamento um conhecimento matematico de nivel técnico quando resolve uma
questdo simples que corresponde a uma aplicacdo imediata de um teorema, de uma propriedade, de uma
definicdo ou de uma férmula. Em geral, ha indicacdes dos métodos a utilizar. No nivel de funcionamento
mobilizavel os conhecimentos que serdo utilizados sdo bem identificados, mas necessitam de alguma
adaptacdo ou de alguma repeticao antes de serem colocados em funcionamento. O nivel de funcionamento
disponivel corresponde a resolver uma questdo proposta sem nenhuma indicagdo ou sugestao fornecida
pelo professor.

E preciso achar nos conhecimentos anteriores o que favorece a resolucdo da questao. Aline Robert sugere
que nenhum desses trés niveis seja negligenciado no ensino da matematica.

27) Algumas recomendacoes para a revitalizacdo da geometria (ICME VIII)

e Os conceitos devem ser estudados de um ponto de vista experimental e indutivo. Os resultados
decorrentes da abordagem intuitiva devem ser provados.

e Deve ser dada maior énfase aos conceitos centrais de geometria, tais como, as transformacgoes
geométricas e os seus efeitos em conjuntos de pontos.

« Uma ampla variedade de programas de computador deve ser utilizada, tanto como ferramentas de
investigacdo como para a construc¢do de conceitos.



