Introducao ao estudo das geometrias
Afim e Projetiva

(Vincenzo Bongiovanni)

Neste texto daremos uma ideia intuitiva das geometrias afim e projetiva. Para isso

apresentaremos algumas caracterizacdes dessas geometrias a luz da geometria euclidiana.
1) Geometria Euclidiana plana

O mais antigo texto grego que chegou completo até nds ¢ a obra de Euclides: “Os
Elementos”. Essa obra constituida de 13 livros expde grande parte do conhecimento
matematico grego desde a época de Tales, em ordem logica. O que distingue essa obra
das outras e fez a sua grandeza é a sua estrutura axiomatica. Sao deduzidos 465
teoremas a partir de 9 axiomas e 5 postulados. Na Antiga Grécia, axiomas ou nogoes
comuns eram afirmacgdes evidentes por si s6 e postulados eram proposi¢des geométricas
que se pediam que fossem aceitas sem demonstracdo. Hoje, na matematica, essas duas
palavras sdo sinonimas. Os postulados na obra de Euclides eram cinco. Em linguagem
atual, o primeiro postulado diz que existe um segmento de reta ligando dois pontos dados.
O segundo diz que todo segmento de reta pode ser estendido indefinidamente em ambas
as diregdes. O terceiro diz que existe um circulo com qualquer centro dado e qualquer
raio dado. O quarto diz que todos os angulos retos sdo iguais entre si. O quinto diz que se
uma reta, encontrar outras duas retas formando angulos internos do mesmo lado com
soma menor que dois angulos retos, entdo as duas retas, se suficientemente prolongadas,
se encontrardo do lado em que estdo os angulos cuja soma ¢ menor que dois angulos retos.
Mais tarde, o quinto postulado foi substituido por um outro equivalente a ele e
denominado hoje de postulado das paralelas de Euclides (na forma de Playfair). “Por um
ponto fora de uma reta, existe uma tnica reta paralela a reta dada”. A geometria que utiliza
esse sistema de axiomas onde os casos de congruéncia e de semelhanca de tridngulos
sdo o método principal para demonstrar e resolver problemas ¢ frequentemente
denominada de geometria elementar ou geometria de Euclides. Mais tarde recebeu a
denominacdo de geometria euclidiana. O primeiro livro de Euclides foi objeto de varios
comentarios por causa do quinto postulado. A forma um pouco complicada desse
postulado incitou os matematicos a tentar deduzi-lo a partir dos quatro primeiros. As
inumeras tentativas de tentar provar o quinto postulado de Euclides mostraram lacunas

no sistema axiomatico de Euclides. Nos Elementos, varias provas se apoiavam mais na



constatagdo visual que em raciocinios provenientes dos postulados. Por exemplo, em
algumas demonstracdes, Euclides usa o fato de que as duas circunferéncias secantes se
cortam em dois pontos o que ndo ¢ necessariamente verdadeiro sem um postulado de
completude da reta. Em Euclides, ndo se pode provar que se uma reta intersecta um lado
de um tridngulo entdo ela intersectara o outro lado do triangulo. Este fato somente foi
percebido em 1882 pelo matematico Pasch que o adotou como postulado nas suas
demonstragdes. Os casos de congruéncia de triangulo eram estabelecidos a partir de um
argumento intuitivo de superposi¢do de figuras. Faltava um postulado que garantisse que
as propriedades das figuras (comprimentos e angulos) permanecessem inalteradas durante
seu deslocamento. Em 1898 Hilbert inclui o caso de congruéncia de tridngulo, indicado
hoje pela sigla LAL em seus postulados. Faltavam nos postulados de Euclides, os
chamados postulados de congruéncia, de continuidade e de ordem e também a escolha de
certos conceitos iniciais chamados mais tarde de conceitos primitivos. Durante séculos, a
obra de Euclides serviu de modelo e referéncia para o ensino da geometria. Autores
posteriores a Euclides, respeitavam a divisdo dos livros feitas por ele bem como a
disposigdo e formulagdo das diferentes proposi¢des. E preciso chegar a Hilbert em 1899
com sua obra “Fundamentos da Geometria” para se obter um sistema logicamente
satisfatorio. Hilbert baseou a sua exposi¢ao em trés conceitos primitivos (ponto, reta e
plano), em trés relagdes fundamentais (incidente, estar entre e congruente) € em cinco
grupos de axiomas (grupo 1: axiomas da incidéncia; grupo 2: axiomas da ordem; grupo
3: axiomas da congruéncia; grupo 4: axiomas da continuidade; grupo 5: o axioma do
paralelismo.). Os axiomas estabelecem as ligagdes entre os conceitos primitivos € as
relagdes fundamentais. Em 1930 Birkhoff apresenta uma nova formulagao axiomatica da
geometria euclidiana onde as fungdes e os numeros reais desempenham um papel
fundamental. Esses axiomas, ao contrario dos de Hilbert, introduzem a ideia de medida
desde o inicio. Os segmentos e os angulos s3o medidos com os numeros reais. O aluno
tem agora a sua disposic¢ao as formulas das areas das figuras elementares que s6 puderam
ser obtidas com toda a generalizagdo com a chegada dos nlimeros reais. Alguns gedmetras
adaptaram o sistema de Birkhoff para o ensino. Entre eles estio Moise Down e
A.V.Pogorélov. Uma grande parte do trabalho que os professores realizam hoje no Ensino

Basico utiliza as ideias de Birkhoff.



Os invariantes da geometria Euclidiana plana

Consideremos dois planos paralelos. Desenhamos uma figura no primeiro plano
€ a projetamos no outro plano, por um feixe de retas incidentes num ponto O ou por
um feixe de retas paralelas. A geometria euclidiana se preocupa em estudar as
propriedades da figura desenhada no primeiro plano que ndo se alteram quando ela ¢

projetada no segundo plano.

No caso em que o feixe de retas ¢ incidente no ponto O, a figura desenhada no primeiro

plano e a figura projetada no segundo plano sdo semelhantes. Os principais invariantes

sdo os angulos e as razdes entre segmentos correspondentes
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.No caso da figura em que o feixe de retas ¢ formado por retas paralelas, a figura
desenhada no primeiro plano e a figura projetada no segundo plano sdo congruentes e

0s principais invariantes s3o os Angulos, os comprimentos e as areas.

Uma proposta alternativa para o estudo da geometria euclidiana ¢ a que utiliza as
transformagdes geométricas. A translacdo, a reflexdo em reta e a rotacdo sao
transformagdes que levam uma figura numa outra congruente a primeira € oS seus
elementos invariantes sdo as distancias e as medidas dos angulos. Tais transformacdes
geométricas estdo associadas a congruéncia de figuras. Uma transformacio geométrica
que nido preserva distincias é a homotetia. Essa transformacdo estd associada a
ampliacdo e reducdo de figuras. Ela ndo preserva distancias mas transforma uma figura
numa outra semelhante a primeira e os seus elementos invariantes sdo os angulos e as
razdes entre dois segmentos correspondentes. Além disso os segmentos correspondentes
sdo paralelos entre si e 0s pontos correspondentes incidem num ponto chamado centro da
homotetia. Uma transformacao geométrica que engloba as isometrias e a homotetia ¢ a
transformacao semelhanca. Ela leva uma figura numa outra semelhante a primeira. Os
elementos invariantes dessa transformacdo sdo os angulos e as razdes entre dois

segmentos correspondentes. Essas transformagdes e as suas composi¢des permitem dar

um tratamento mais geral a no¢do de congruéncia e semelhanca. Por exemplo, dizemos



que duas figuras sdo congruentes se existe uma isometria do plano que transforma a
primeira figura na segunda figura e dizemos que duas figuras A e C sdo semelhantes se

existe uma figura B homotética a A e congruente a C.

Um dos objetivos da introdu¢do das transformagdes geométricas no ensino da geometria
¢ ampliar certos conceitos geométricos e fornecer novos métodos para resolver certas

classes de problemas geométricos.

2) Geometria Afim plana

A geometria afim formaliza a percepcdo que temos da sombra de um objeto desenhado
num plano e projetado num outro plano, ndo paralelo ao primeiro, por raios paralelos
entre si.

Ela estuda as propriedades das figuras que podem ser deduzidas dos axiomas de Hilbert
de incidéncia, ordem, continuidade e paralelismo e apenas de alguns axiomas de
congruéncia. Em relacdo a esses axiomas, ela considera apenas os axiomas que intervém
na no¢ao de ,igualdade de segmentos ou da razdo entre segmentos, contidos numa mesma
reta ou em retas paralelas. Além disso, em algumas axiomadticas, ela considera também o
Teorema de Desargues, ilustrado abaixo como axioma (se os tridngulos ABC e A'B'C’
sdo tais que A e A’, B e B, C e C’ sdo concorrentes ou paralelos e se AB/A'B’e

AC// A’C’entao BC//B'C").

As nogdes métricas ligadas as medidas de segmentos e as medidas de angulos ndo sdo

consideradas na geometria afim.



Os invariantes da geometria afim plana

Consideremos dois planos nio paralelos. Desenhamos uma figura no primeiro plano e
a projetamos no outro plano com um feixe de retas paralelas. A geometria afim se
preocupa em estudar as propriedades da figura desenhada no primeiro plano que nio se
alteram quando a figura ¢ projetada no segundo plano.

Quais sdo as propriedades que se conservam?

O alinhamento de trés pontos é conservado, isto &, se trés pontos do primeiro plano
estdo alinhados entdo as suas imagens no segundo plano serdo alinhadas.

O paralelismo ¢é conservado, isto ¢, se duas retas AB e CD sao paralelas no primeiro

plano entdo as suas imagens A'B” e C'D’ no segundo plano serdo paralelas.

O ponto médio é conservado, isto ¢, se B ¢ ponto médio do segmento AC no primeiro

plano entdo a imagem B’ do ponto B sera ponto médio da imagem A'C’.




O baricentro é conservado, isto ¢, se G ¢ o baricentro dos n pontos dados no primeiro
plano entdo a sua projecdo G’, imagem de G no segundo plano, serd o baricentro das

imagens dos n pontos dados.

A razo entre as areas é preservada, isto €, se A e B s3o as areas de duas figuras do

primeiro plano e A'e B” as areas das figuras no segundo plano que sdo imagens das

o . A A . . A_B
figuras do primeiro plano entdo 5 — 5 ou de maneira equivalente Yo




A razao entre dois segmentos contidos numa mesma reta ou em retas paralelas ¢ igual
a razdo entre as imagens dos segmentos. Essa ¢ a propriedade fundamental da geometria

afim.
BP/PA =0,49 e BP/P'A=0,49
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O instrumento usado na geometria afim, nas construgdes, ¢ uma régua T composta de
uma régua que se desloca na borda da folha e de uma segunda régua nao graduada que
gira em torno de um ponto da primeira régua. Uma outra possibilidade para a

construcao de figuras € usar régua ndo graduada e um esquadro para o tragado de retas

o7

paralelas.




Como exemplo de um problema na geometria afim ¢ a constru¢ao do ponto médio de
um segmento AB. Constroi-se inicialmente um paralelogramo ABCD, em seguida as

suas diagonais e finalmente

pelo ponto de intersecgdo traga-se uma reta paralela a um dos lados do paralelogramo.

Um outro exemplo ¢ a duplicagdo de um segmento AB. Constréi-se um paralelogramo
ABCD como na figura abaixo, em seguida traga-se o segmento CB e pelo ponto D
tracar uma paralela a BC. Os lados AB e CD do paralelogramo ABCD serdo iguais € os
lados CD e BE do paralelogramo BEDC serao iguais. Logo AB=BE

C C D

D------10

A B A B A B A E

A transformagdo geométrica associada a geometria afim ¢ denominada afinidade e ¢
definida da seguinte maneira. Consideram-se duas retas s e d concorrentes num plano e
uma razao k. Por ponto P do plano traga-se uma reta paralela a reta d que intersecta a

reta s no ponto O. Chama-se afinidade de razao k, eixo s e direcdo d a uma

transformac¢do do plano em si mesmo que leva o ponto P no ponto P’ tal que OP’=k.0P.



_— —>

k OP'=k. OP
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Na figura abaixo temos um quadrado sendo transformado num paralelogramo por uma
afinidade. A nog¢do de paralelogramo ¢ afim pois as igualdades dos lados opostos
congruentes contidos em retas paralelas sdo transportadas nas suas respectivas imagens.
Um quadrado e um retangulo sdo transformados por uma afinidade num paralelogramo

pois o paralelismo ¢ um invariante e uma circunferéncia ¢ transformada numa elipse.

A igualdade dos dois segmentos contidos em retas ndo paralelas ndo ¢ transportada na
imagem Ser um tridngulo isésceles, por exemplo, ndo ¢ uma propriedade afim. A
imagem de um triangulo equilatero ABC ndo ¢ um tridngulo equilatero. Os dngulos nao
sdo transportados por uma afinidade. Um triangulo retdngulo ABC nao ¢ transformado

num triangulo retangulo pois a afinidade ndo preserva os angulos.



Um hexagono regular ¢ transformado por uma afinidade em um hexagono nao regular
paralelismo.

mas os trés pares de lados paralelos continuam paralelos pois a afinidade conserva o
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O teorema de Tales ¢ o invariante fundamental na geometria afim, pois a razdo entre

segmentos contidos numa mesma reta ¢ transportada para a razao entre as suas imagens



Geometria afim de um ponto de vista algébrico

Além do ponto de vista geométrico tratado acima, a geometria afim pode também ser
definida de um ponto de vista algébrico.

A folha de papel (infinita) onde tragamos pontos, retas e desenhamos figuras pode ser
modelada por uma estrutura matematica abstrata chamada plano afim. Nessa estrutura,
idealizada para capturar o que a nossa experiéncia fisica e sensorial experimenta como
plano, os teoremas de geometria vistos no ensino basico podem ser demonstrados
rigorosamente.

Chama-se plano afim a um conjunto E de elementos, chamados pontos, tal que a todo
par de pontos (A,B) corresponde um vetor # de um espago vetorial V sobre o corpo dos
nimeros reais que possui as seguintes propriedades:

i) Dados um ponto A qualquer em E e um vetor qualquer % em V existe um Unico ponto
B em E tal que A+ii = B

i1) Para todo A,B e C em E ¢ valida a relagao AB + BC =AC, isso equivale a dizer que,
qualquer U e ¥ em V temos A+(U +¥ )=(A+u)+ v .

O ponto A+ é denominado soma do ponto A com o vetor i . O tnico vetor U tal que
A+ =B ¢é denominado diferenca dos pontos B € A e sera indicado por B-A. Em
seguida, definimos em E varias no¢des de geometria elementar. Assim por exemplo,

uma reta definida por dois pontos distintos A e B ¢ o conjunto de todos os pontos X de
E tais que X=A+o. AB com aeR. Uma semirreta de origem A e passando por B € o
conjunto de todos os pontos X de E tais que X = A+a. AB onde aeR ¢ a>0. Um
segmento de origem A e extremidade B ¢ a intersec¢do das semirretas ABeBA .O
ponto médio M do segmento AB ¢ definido por M=A+ ; . 4B.Um plano afim definido
por trés pontos ndo alinhados A,B e C ¢ o conjunto dos pontos X tais que

X=a. 4B + B. AC onde e p sdo numeros reais. Todas as propriedades deduzidas a
partir dos axiomas de um espago vetorial (soma de vetores e multiplicagdo de um real

por um vetor) sdo afins.



Vamos demonstrar o teorema de Tales (na sua forma reduzida) como um exemplo

de uma propriedade afim.

A
D E
B C
ipotese: .AB _ AC _ BC
Hipoétese: DE/BC  Tese: = 5= F

Demonstracao: Como A, D ¢ B sao alinhados entao AB = a.AD

Como A, E, C sdo alinhados entdo AC = p AE

Na geometria afim vale a relacao AB + BC = AC. Logo a. AD + BC = p. AE.

Como BC//DE entdo BC = y.ﬁ. Donde a. AD + Y. DE= ﬁ.ﬁ (D)

Mas AD + DE = AE. Substituindo DE por AE — AD em (1) teremos:

a.AD + Y. (E-ﬁ)=ﬁ. AE. Portanto (a — y).ﬁ +(y — ﬁ).ﬁ =0

Como AD ¢ AE so linearmente independentes entdio @« —y = 0 ey — f§ = 0. Donde se

conclui que ¢ = f = y. Logo AB = a.AD, AC =a.AE ¢ BC =a. DE . Segue que
AB _ AC _ BC

AD ~ AE  DE’

Demonstracio do reciproco do teorema de Tales (na sua forma reduzida).
Hipotese: AB =a.AD ¢ AC =a.AE  Tese: DE/BC

Demonstracao: AB + BC = AC ¢ AD + DE = 4E.

Logo a. AD +BC = a. AE. Portanto BC = a(ﬁ - E)=a. DE . Logo BC//DE

Geometria projetiva

Uma das primeiras rupturas com a obra de Euclides surgiu no Renascimento a partir de
uma nova representacdo do espaco nas artes. A geometria euclidiana ndo conseguia
atender a necessidade de representar a profundidade nos quadros. Em 1435 na obra do
pintor Alberti, encontramos pela primeira vez a explicitagdo de um novo procedimento
para representar os objetos do espago. "quando devo pintar eis como procedo: desenho
um retangulo tdo grande quanto eu queiro e o considero como sendo uma janela aberta

no qual olho aquilo que sera pintado nesse quadro".



O desenho representado na janela ¢ denominado a perspectiva do objeto. Essa foi a

primeira sistematizacdo do conceito de perspectiva. Com o passar do tempo as nogdes
intuitivas de perspectiva se tornaram o ponto de partida para uma nova geometria
chamada geometria projetiva. Ela surgiu no século XVII com Desargues ao procurar
generalizar as regras da perspectiva utilizadas pelos artistas. Em 1639 ele publica uma
obra intitulada “Brouillon projet” onde faz uma sintese entre as conicas de Apolonio e a
pespectiva central. A geometria projetiva nasce da conjun¢do dessas duas teorias. A ideia
principal dessa obra ¢ considerar as cOnicas como perspectiva de uma circunferéncia.
Enquanto Apolonio estuda cada curva isoladamente, Desargues inova estudando as trés
curvas simultaneamente. Nesse caso ¢ necessario postular que as retas paralelas se
intersectam no infinito. Nasce o ponto do infinito e consequentemente a reta do infinito.
As ideias de Desargues foram continuadas por Pascal, Philippe de la Hire e Poivre. Mas
logo foram eclipsadas pela geometria de Descartes. Foi somente em 1822 que Poncelet
(1788-1867) redescobre e retoma as ideias de Desargues e complementa o estudo da

geometria projetiva.



Os invariantes da geometria projetiva

Consideremos dois planos nio paralelos. Desenhamos uma figura no primeiro
plano e a projetamos no outro plano por meio de um feixe de retas incidentes num
ponto O. A geometria projetiva se preocupa em estudar as propriedades da figura
desenhada no primeiro plano que ndo se alteram quando a figura ¢ projetada no segundo

plano.

Quais sao as propriedades que se conservam?

A incidéncia é conservada, ou seja, se um ponto pertence a uma reta, a sua imagem
pertencera a imagem da reta.

A colinearidade é conservada, ou seja, se trés pontos B, P e D sdo alinhados entdo as
suas imagens B’, P" ¢ D’ serdo alinhadas.

A ordem de pontos é preservada, ou seja, se o ponto P esta entre os pontos B e D
entdo a imagem P’ de P estard entre as imagens dos pontos D" ¢ B'.

A concorréncia entre retas é preservada, isto ¢ se duas retas incidem num ponto P
entdo as imagens das retas incidirdo no ponto P” que ¢ imagem do ponto P.

A razio dupla é conservada. A razio dupla (ou razdo cruzada ou razdo anarmonica ) de

quatro pontos alinhados A,B,C,D e se indica por (ABCD) ¢ o quociente % : % . Isto

significa que se tivermos quatro pontos alinhados no plano e suas imagens A", B", C" ¢
D’ no outro plano entdo a razao dupla se mantém.




(C'ATC'B')(D'AID'B)= 1,26 (CA/CB)/(DA/DB)=1,26

O quadro abaixo mostra que todos os resultados da geometria projetiva sdo validos nas
geometrias afim e euclidiana. Da mesma forma, todos os resultados da geometria afim
sdo validos na geometria euclidiana.

Alguns invariantes da geometria afim
Incidéncia, ordem, colinearidade,
concorréncia e razao dupla

+
Paralelismo, ponto médio, baricentro, razao entre
segmentos numa reta, razao entre areas
Alguns invariantes da geometria euclidiana

Incidéncia, ordem, colinearidade,
concorréncia e razao dupla

+
Paralelismo, ponto médio, baricentro, razao entre
segmentos numa reta, razdo entre areas

+
Comprimentos, angulos e areas

O teorema de Pitdgoras ndo tem sentido na geometria afim, ele ¢ um resultado da
geometria euclidiana. Os teoremas de Tales, Menelaus e Ceva sdo resultados da
geometria afim. Problemas associados a alturas e bissetrizes de um tridngulo sdo
problemas euclidianos ao passo que aqueles associados a medianas de um triangulo sao
problemas afins. O teorema de Pappus que emprega somente as nogdes de concorréncia
e de alinhamento ¢ um teorema projetivo. Cada teorema possui um habitat privilegiado

que corresponde ao quadro mais geral no qual ele se enuncia com a maior generalidade e



quase sempre se demonstra com mais facilidade. O teorema de Pascal sobre o hexagono
inscrito se enuncia numa circunferéncia e ndo ¢ dificil demonstra-lo utilizando o teorema

do angulo inscrito. Nesse caso ele aparece como um teorema euclidiano.

Teorema de Pascal

Sejam A1A2A3A4As5A¢ seis pontos de uma circunferéncia.

Se A1A2 N A4As ={P}, A2A3 NAsA~{Q} e A3A4N A1A¢ ={R} entio os pontos P, Q
e R sdo alinhados. A reta que contém os trés pontos ¢ chamada reta de Pascal.

i’
A

‘ R

Mas esse teorema ndo esta enunciado na sua maior generalidade. Podemos enuncia-lo
para uma elipse. Nesse caso ele se torna um teorema afim. Pode-se enfim enuncia-lo para
uma parabola ou uma hipérbole e se torna entdo um teorema projetivo. E nesse quadro

que ele é mais facil de provar. Pascal generaliza o teorema de Pappus para conicas.




Na geometria euclidiana os trilhos de trem sdo paralelos. No entanto ndo ¢ assim que eles
se apresentam a nossa visdo quando vistos de longe. E a geometria projetiva que regula a
nossa visdo. Uma importante inovagdo na geometria projetiva foi a introdugdo de
elementos ideais denominados hoje de pontos do infinito, retas do infinito ¢ plano do
infinito.

Os pontos do infinito (chamados também de pontos improprios ou pontos ideais) sdo
classes de equivaléncia de retas paralelas. Eles podem ser interpretados como as dire¢des
das retas. Num plano, a cada dire¢do de uma reta corresponde um unico ponto do infinito.
Toda reta tem um Unico ponto do infinito. Retas paralelas entre si tém pontos do infinito

coincidentes. Duas retas tendo o mesmo ponto no infinito sdo paralelas.

O conjunto de todos os pontos do infinito de um plano constituem a reta do infinito (ou

também chamada de reta impropria ou reta ideal). Em cada plano existe uma unica reta

do infinito. A reta do infinito € constituida exclusivamente por pontos do infinito.

Na figura abaixo temos o olho de um observador indicado pelo ponto O. A projecao

ortogonal do ponto O no plano vertical ¢ o ponto O". O observador se prepara para



desenhar no quadro (plano vertical) as retas a,b,c,d,e,f que estdo contidas no plano
horizontal. As retas a,b e ¢ sendo paralelas tém um unico ponto do infinito. Da mesma

forma as retas d,e,f terdo um unico ponto do infinito distinto do das retas a,b e c.

Observador \\\\\\\\\

N

O observador olha para os feixes de retas paralelas situados no plano horizontal e as
desenha no plano vertical. Elas serdo concorrentes nos pontos Fi e F> que sdo chamados
pontos de fuga. Esses pontos sdo as imagens dos pontos do infinito das retas paralelas
que estdo no plano horizontal. Num desenho em perspectiva podemos visualizar pontos
do infinito olhando para as suas imagens que sdo pontos de fuga. Todos os pontos de
fuga estdo numa reta chamada linha do horizonte. Podemos imaginar uma reta do
infinito visualizando a sua imagem que ¢ a linha do horizonte. A intersec¢ao do quadro
com o plano horizontal chama-se linha de terra. A linha do horizonte ¢ uma reta do

quadro paralela a linha de terra passando pela projecdo ortogonal O” do ponto O.



Observador

Na figura abaixo estamos olhando do lado onde o observador desenha as retas. Estamos

imaginando o quadro como um vidro transparente (a janela do Alberti).




Trés feixes de retas paralelas no plano horizontal sendo vistos por um observador do
outro lado do plano vertical. O que estamos visualizando sdo apenas as imagens dos trés
pontos do infinito que sdo os trés pontos de fuga situados no plano vertical e a imagem

da reta do infinito que ¢ a linha do horizonte. Na figura abaixo temos trés feixes de retas

paralelas no plano horizontal e as suas respectivas imagens no plano vertical bem como
os seus pontos de fuga..

Considere a reta do infinito desenhada no plano da folha. Todos os pontos dessa reta sdo
pontos do infinito.

Pontos do infinito: F, GH, K
Reta do infinito
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As retas AB e CD sendo paralelas, pois

7 L

! ’ 1
tém o mesmo ponto do infinito, t€ém como ponto

do infinito o ponto F. Observe que os segmentos AB e CD estando contidos em retas

paralelas sdo também paralelos. Observe que as retas que se encontram no ponto G



também sdo paralelas. O quadrilatero ABCD ¢ um trapézio pois tem dois lados paralelos.
Na tultima figura temos um quadrildtero ABCD que ¢ um paralelogramo pois que AB e
CD sao paralelos por estarem contidos nas retas paralelas que se encontram no ponto do
infinito H e as retas BC e AD também sdo paralelas por estarem contidas em duas outras

retas paralelas que se encontram no ponto do infinito K.

Enquanto a geometria euclidiana se utiliza de uma régua nao graduada e de um compasso
para a construcao das suas figuras, a geometria projetiva se caracteriza pelo uso somente
de uma régua ndo graduada para o tracado de figuras. Nao se pode usar o compasso para
transportar medidas iguais. Nao ha circulos, mediatrizes, bissetrizes, tridngulos isosceles
e angulos retos.

Como exemplo, vamos construir o ponto médio de um segmento AB que se encontra no
plano horizontal e a sua projecdo A'B’ ¢ desenhada no plano vertical. A linha do horizonte
¢ a reta do infinito

A' e B' siio dois pontos de uma foro. Construir 0 ponto médio do segmento
A'B' sendo dada a linha do horizonte.
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Escolhemos dois pontos Fi e F» da reta do infinito e a partir delas tragamos um

paralelogramo.
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A interseccdo de retas ¢ uma propriedade projetiva. As diagonais do paralelogramo se

intersectam num ponto.

Pelo ponto de intersec¢do tragamos uma reta paralela ao lado A'B’, isto significa dizer

que as trés retas devem incidir no mesmo ponto do infinito F».




Na figura 1 temos um triangulo ABC. A figura 2 ¢ a representacao do tridngulo ABC

quando o ponto C ¢ enviado ao infinito e se torna um ponto do infinito.

A A

B B T
Figura 1 Figura 2

A figura 1 abaixo ¢ constituida de um tridngulo ABC e de duas retas AD e CE que se
intersectam no ponto F. A figura 2 representa a figura 1 com o ponto C no infinito. A

figura 3 representa a figura 1 com a reta AC do infinito..

A
/ F Etfw
B D "B /D
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Em 1822, Poncelet definiu rigorosamente o conceito de reta projetiva e de plano
projetivo Ele chama de reta projetiva a reta propria com o seu ponto impréprio, ou
seja, a reta projetiva de uma reta propria € o conjunto s U { S»} onde S ¢ o ponto
improprio da reta s. Chama-se plano projetivo ao plano préprio com a sua reta
impropria, ou seja, o plano projetivo de um plano préoprio « € o conjunto T U 1, onde e
¢ a reta impropria do plano «
Cada plano tem uma unica reta impropria. Mas planos paralelos tém a mesma reta
impropria. O conjunto de todas as retas improprias determina o plano do infinito

(chamado também de plano impréprio).



Na figura acima, os planos a e 3 sdo paralelos e t€ém a mesma reta do infinito. As retas
d,e,f do plano 7 tem um ponto do infinito que ndo pertence a reta do infinito do plano a.
O ponto do infinito da reta PQ pertence aos planos o e © e também ao plano 3. Portanto

os planos a, B e © tém um ponto em comum que ¢ o ponto impréprio da reta PQ.

No plano projetivo por dois pontos distintos passa uma tnica reta.
Podemos ter 3 casos.

Primeiro caso: dois pontos proprios

Segundo caso: um ponto proprio € um ponto improprio

Terceiro caso: dois pontos improprios



Reta do infinito

leo

No plano projetivo, duas retas distintas coplanares tém um unico ponto comum.
Primeiro caso: duas retas proprias concorrentes num ponto  proprio.

Segundo caso: duas retas paralelas proprias que se encontram num ponto improprio.

Terceiro caso: uma reta propria e uma reta do infinito.

Reta do infinito
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No espaco projetivo, um plano e uma reta ndo contida nele sdo sempre secantes.

Primeiro caso: a reta ¢ secante ao plano.

Segundo caso: a reta ¢ paralela ao plano
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No espaco projetivo, dois planos distintos sdo sempre secantes.

Primeiro caso: os planos sdo secantes.

Segundo caso: os planos sdo paralelos. Cada dire¢do de retas paralelas determina um
ponto do infinito. Como sao infinitas as dire¢des teremos infinitos pontos do infinito

que constituem a reta do infinito

No espaco projetivo, se trés planos que ndo contém a mesma reta, se intersectam
segundo trés retas distintas entdo existe um e um sé ponto que pertence aos 3 planos.

V'

Planos que contém uma reta em
comum Planos que ndo contém uma reta em
comum

Em 1872 Félix Klein apresentou um trabalho intitulado "Consideragdes comparativas
sobre recentes investigacdes geométricas" que ficou conhecido como Programa de
Erlangen. Nesse trabalho, Klein relaciona a geometria euclidiana, a geometria projetiva e
as geometrias ndo euclidianas a partir das transformagdes geométricas e por meio da
teoria dos grupos. Para caracterizar essas geometrias Klein adota um ponto de vista
algébrico. No seu livro de geometria “Matematica elementar sob um ponto de vista

superior”, publicado em 1908, Klein amplia essas ideias e apresenta formulas para as



transformagdes geométricas no plano e no espago. Ele caracteriza as geometrias adotando
um ponto de vista analitico. Apresentamos algumas de suas transformag¢des no plano. A
transformagdo geométrica translagdo ¢ definida pela formula T(x,y)=(x+a,y+b). Isto
significa que qualquer ponto (x,y) de uma figura ¢ deslocado segundo o vetor (a,b).
Observa-se que essa transformagao leva uma figura num outra congruente a primeira e os
elementos invariantes segundo essa transformac¢do sdo as distancias e as medidas dos
angulos, ou seja, quando se translada uma figura, a distancia entre dois pontos da primeira

figura e os correspondentes da segunda figura permanecem iguais.

A transformacgao translagao
T(x,y)=(x+a, y+b)

T(x.y)

(a,b)

(%,¥)

A transformacdo geométrica “reflexdo segundo uma reta” ¢ definida ,pela formula
T(x,y) = (a.xtb.yt+c, b.x-a.y+c). Essa transformacdo leva uma figura num outra
congruente a primeira. Os elementos invariantes sdo também as distancias e as medidas

dos angulos.



A transformacao reflexao em reta
T(x,y)=(a.x+b.y+c, b.x-a.y+9

byl
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A transformacdo geométrica “rotagdo” em torno da origem e segundo um angulo de
medida a ¢ definida pela féormula T(x,y)=(x.cosa-y.sena,x.sena+y.cosa) ¢ leva uma figura
num outra congruente a primeira. Os elementos invariantes continuam sendo as distancias

e as medidas dos angulos.

A transformagao rotagao

T(x,y)= (Xx.cos a - y.sen a, X.sen a +y.cos a)
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As rotagées, as translagdes, as reflexdes em retas e as suas composi¢des formam um
conjunto de transformacdes geométricas denominado isometrias. Tais transformacdes
geométricas estdo associadas a congruéncia de figuras.

A transformagdo geométrica homotetia ¢ definida pela formula T(x,y)=(kx,ky) e ¢
associada a ampliacdo e reducdo de figuras. Essa transformacgdo leva uma figura num

outra semelhante a primeira e os seus elementos invariantes sdo os angulos e as razdes



entre dois segmentos correspondentes. Além disso os segmentos correspondentes sdo

paralelos entre si e os pontos correspondentes incidem num ponto chamado centro da

homotetia.

A transformacao homotetia
T(x,y)= (kx,ky)

A transformagdo  geométrica semelhanga ¢ apresentada pela  formula
T(x,y)=(cx-dy+a, dx+cy+b) ou T(x,y)= (cx+dy+a, dx-cy+b) onde c*+d*=k e leva uma
figura num outra semelhante a primeira. Os elementos invariantes segundo esta

transformagdo sdo os angulos e as razdes entre dois segmentos correspondentes.

A transformacao semelhanca
T(x,y)=(c.x-d.y+a, d.x+c.y+b) ou T(x,y)=(c.x+d.y+a, d.x-c.y+b)

a=-2,2
b=7.4
c=1,2
d=-2,0

Txy)

xyl

Podemos observar que a transformag@o semelhanca inclui as rotagdes, as translagdes, as

reflexdes em retas, as homotetias e suas composigoes.



Além dessas transformacgdes Klein define a transformacdo geométrica afim pela formula
T(x,y)=(a.x+b.y+c, dxt+e.y+f). Os elementos invariantes dessa transformacdo sdo o
paralelismo entre segmentos correspondentes, a conserva¢do da razdo entre dois
segmentos de uma mesma reta ou de retas paralelas, a conservagdo do ponto médio de
um segmento, a conservagdo do baricentro de uma figura, a conservacao da razao entre

as areas de uma figura e de sua transformada.

2=1.5 A transformacgao afim
b=1,5 T(x,y)=(ax+by+c, dx+ey+f)
c¢=0,9
d=-1,8
e=1,0 Tixy)
f=6.4

(X)Y)
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Uma outra transformacdo geométrica ¢ a projetiva que ¢ definida por

T(x,y) =(

plano, num outro plano, a partir de um ponto. Alguns elementos invariantes dessa

ax+by+c a'x+b’y+c’

, ). E uma transformac¢do que projeta figuras contidas em um
dx+ey+f = dx+ey+f

transformacao sdo a pertinéncia de um ponto sobre uma curva, a colinearidade de pontos,

a ordem dos pontos, os pontos de interseccao,...



A transformacao projetiva
T (x,y)=(a.x+by+c/dx+ey+f, a'x+b'y+c'/dx+ey+f)
T(x,y)

(xy)

1

Observando as formulas percebe-se que a transformacao afim é um caso particular da
transformacio projetiva (basta fazerd =0,e=0e¢ f=1), a transformacao semelhanca
¢ um caso particular da transformacao afim, as isometrias sdo casos particulares da
transformacio de semelhanca. Além disso, o conjunto formado pelas isometrias forma
um grupo em relagdo a operacdo composi¢do. Analogamente, as transformacgdes de
semelhanca formam o grupo de semelhanga, as transformagdes afins formam o grupo
afim as transformagdes projetivas formam o grupo projetivo. Portanto valem as
propriedades associativa, a existéncia do elemento neutro e a existéncia do elemento
inverso. Desse modo, as transformacdes geométricas fazem o papel de elo entre duas
configuragdes. Elas permitem passar de uma figura a outra transportando as propriedades
da figura. O estudo das figuras ¢ substituido pelo estudo das propriedades das
transformagoes.

Vamos resolver alguns problemas geométricos que ilustram bem esses conceitos. Dado
um triangulo escaleno, construir a elipse de Steiner.

Dizemos que uma elipse é de Steiner quando ela estad inscrita num triangulo e os pontos

médios dos lados do tridngulo sdo pontos de tangéncia.



B C
Fig 12 Fig 13

O problema trata de inscrever uma elipse num tridngulo escaleno, o que nao ¢ trivial. Uma
ideia ¢ transformar a figura numa outra mais simples por meio de uma transformagao
conveniente, resolver o problema e pela transformagao inversa voltar ao problema inicial.
O fato de que na geometria afim, uma circunferéncia ser transformada numa elipse e os
pontos médios e de tangéncia serem invariantes, nos sugere a adocao de transformagdes
afins como ferramentas para resolvé-lo. Cria-se um tridngulo equilatero e a seguir
inscreve-se nele uma circunferéncia. Ela serd tangente ao triangulo nos pontos médios
dos lados. A seguir, por uma afinidade transforma-se a circunferéncia numa elipse.

Seja A'BC o triangulo equilatero. Existe uma afinidade de eixo BC e direcdo AA" que

transforma um tridngulo ABC no tridngulo equilatero A'BC.

Os pontos médios M,N e P do tridngulo ABC sdo transformados nos pontos médios M’,
N’e P do tridngulo A’BC. Os pontos M’, N'e P pertencem a circunferéncia inscrita no
triangulo equilatero A’BC. Logo M,N e P sdo pontos da elipse inscrita no tridngulo ABC.
Como a elipse ¢ determinada por cinco pontos, faltam determinar outros dois pontos.

Escolhem-se dois pontos R e S da circunferéncia obtendo-se os correspondentes pontos



R’e S’por uma afinidade de eixo BC e dire¢do AA’ e razdio O'R'=k.O'R e
0S'=k.0’S.onde k=
04

Ligando os cinco pontos M, N, P, R’e S” com um software de geometria dindmica, obtém-
se a elipse de Steiner.
A

Um segundo exemplo: Inscrever uma elipse em um paralelogramo.

O problema ¢ analogo ao anterior. Vamos transformar o paralelogramo num quadrado
por meio de uma afinidade, inscrever uma circunferéncia no quadrado e pela
transformagdo inversa voltar ao problema inicial, que ¢ inscrever a elipse no

paralelogramo.



Seja ABCD o paralelogramo e EFDC o quadrado. Existe uma afinidade de eixo DC e
direcdo AE que transforma o paralelogramo ABCD no quadrado EFCD. A razdo k ¢ o
quociente entre as medidas OA e OE. Além dos 4 pontos médios, necessita-se de mais

um ponto para construir a elipse. Escolhe-se um ponto P da circunferéncia e pela

afinidade de dire¢do EA e razdo k constroi-se o ponto P’, ou seja, O'P'=k. OP onde O

¢ a interseccao do eixo DC com a reta paralela a EA pelo ponto P.

Um terceiro exemplo do uso da transformacgao afim.
Determinar a razdo entre a area do tridngulo interno obtido pelas intersec¢des das trés
retas que partem do vértice e passam pelo ponto que divide o lado oposto em trés partes

iguais, conforme figura abaixo, e a area do tridngulo dado.



Como se trata de um problema de razdo entre areas, o habitat desse problema ¢ a
geometria afim. pois a razao entre as areas ¢ um invariante. Podemos entdo transformar
o triangulo dado em um tridngulo equilatero, resolver o problema e voltar ao problema

inicial pela transformacao inversa.

Seja RST um tridngulo equilatero. A razdo entre segmentos contido na mesma reta ¢ um
invariante. Logo cada lado ¢ dividido em trés partes iguais. Vamos indicar por A, Be C
as areas indicadas na figura.

No triangulo RSP temos 2A+B+C=2.(A+B). Segue que B=C



No triangulo RTS temos: 5SA+3B=2(4A+B) Segue que B=3A. Logo S
9A+3B+C 7

~ , . , 1
Portanto a razdo entre as area pedidas ¢ >

Um quarto exemplo fazendo a passagem da geometria afim para a geometria projetiva.
Vamos demonstrar o teorema de Pappus que se apoia no seguinte resultado da
geometria afim:

Se as ternas (A,B,C) e (A’,B",C’) estao situados em duas retas distintas ¢ se AB'//A'Be
A’C//AC" entdao B'C //C'B

PB PA’ PA

_PC _ ,
De fato, 1= P8 S Pc_ A Segue que PB.PB'=PC. PC" Donde
PB _ PC , , ,
¢ 75 © pelo reciproco do teorema de Tales vem que B'C//C'B

Demonstra¢do do Teorema de Pappus no plano projetivo
Se as ternas (A,B,C) e (A’,B",C’) estao situadas em duas retas distintas e se

AB’ N A'B={P} ,A’C " AC’ ={R} e B'C " BC'={Q} entio P, R ¢ Q sdo alinhados.



Prova
No plano projetivo ndo ha distingao entre pontos proprios € improprios. Vamos escolher

dois pontos do plano projetivo. Sejam eles os pontos do infinito P e R. Nesse caso as
retas BA’e AB’sdo paralelas pois se intersectam no ponto do infinito P e as retas AC" e
A’C também sao paralelas pois se intersectam no ponto do infinito R .

Voltando ao plano afim, vamos aplicar o resultado do teorema provado acima. Como
AB’//A’'B e A'C//AC’entao B'C//C’B.

Voltamos no plano projetivo, como B’C//BC’ entdo essas retas se encontram no ponto do
infinito Q. Portanto a reta do infinito PR passa pelo ponto Q e os pontos P,Q e R sdo
colineares

A partir dessas ideias as geometrias sdo redefinidas segundo o seu grupo de
transformacgdo. A geometria euclidiana ¢ o estudo das propriedades das figuras que
permanecem inalteradas quando os elementos dessa figura s3o submetidos as
transformagdes do grupo das semelhancgas. A geometria afim ¢ o estudo das propriedades
das figuras que permanecem inalteradas quando os elementos dessa figura sdo submetidos
as transformacdes do grupo afim. A geometria projetiva ¢ o estudo das propriedades das
figuras que permanecem inalteradas quando os elementos dessa figura sdo submetidos as
transformagdes do grupo projetivo.

Podemos dizer que do ponto de vista de uma apresentagdo axiomatica e olhando para os
invariantes que a geometria projetiva esta contida na geometria afim e que a geometria

afim esta contida na geometria euclidiana.



Geometria Euclidiana

Geometria Afim

Geometria
projetiva

Por outro lado, do ponto de vista analitico podemos dizer que a geometria projetiva ¢é

ax+by+c a'x+b’y+c’
dx+ey+f ’ dx+ey+f

uma generalizacao da geometria afim. A formula T(x,y) =( ) engloba

todas as outras. Podemos dizer que a geometria prrojetiva ¢ mais abrangente que a
geometria afim por ela se ocupar somente com as relagcdes de incidéncia. A geometria
afim por sua vez ¢ mais abrangente que a geometria euclidiana pois ela se preocupa
somente com as relacdes de paralelismo de figuras geométricas e com a razao entre
segmentos contidos na mesma reta ou em retas paralelas (ndo se preocupando com
distancias, angulos e circunferéncias). As isometrias, por sua vez, estdo contidas nas
semelhancgas e essas estdo contidas nas afinidades que por sua vez estdo contidas nas

projetividades.

Projetividades
Afinidades
Semelhancas

Isometrias
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