Polindmio ou fun¢ao polinomial ?

(Vincenzo Bongiovanni)

Na algebra elementar, lidamos ora com polinbmios ora com funcgdes
polinomiais. Quando procuramos as solucdes reais de uma equacao do tipo
x3-4x=0 estamos considerando x3-4x como uma funcdo polinomial.
Resolvemos a equacdo, usando a identidade x3-4x=x.(x-2).(x+2) e a seguir
aplicamos a lei do anulamento do produto pois x, x-2 e x+2 sao numeros
reais. Concluimos que x=0 ou x=2 ou x=-2. Ao dividir 3x*>+4x+6 por x-2
obtendo o quociente 3x+10 e o resto 26 estamos considerando 3x*+4x+6
como um polindmio e ndao como uma fungdo polinomial pois neste caso x
nao é um numero real. Surge entao a questao: o que é x nesse caso? E o
que é x* ? Qual é o significado do sinal + no polindmio 3x*+4x+6 ?
Mostraremos neste texto a diferenca conceitual entre polinbmio e funcao
polinomial.

Uma sequéncia é uma fung¢ao cujo dominio é N.

Exemplo:

Notacao: f={(0,1), (1,4), (2,7).(3,10), ...} ou f=(1, 4, 7, 10, ...)=(an)nen
Onde a1=1, a;=4, a3=7, a»=10, ....

Uma sequéncia (a1, a2, a3, ...) sobre R recebe o nome de polindbmio sobre R
se existe um indice peN tal que aq = 0 para todo g>p.
Exemplo: (6,4,3,0,0,0,...) é um polindbmio sobre R.



Adicao de polindbmios

Sejam P = (a1, az, a3, ...) e Q =(bo, b1, by, ...) polinbmios sobre R.
Chama-se soma de P com Q ao polindmio H=(co, c1, C2, ...) onde ¢;= aj+ b;
para todo jeN.

Assim se P=(a,0,c,0,0,0,...) e Q=(0,b,d,0,0,0,0,...) entdo P+Q=
(a+0,0+b,c+d,0,0,0,0,...)

Ao longo da histdria, a multiplicacdo entre duas expressdes algébricas do
tipo (ao+aix+azx?). (bot+bix+b2x?) era feita aplicando a propriedade
distributiva. O resultado era a seguinte expressao algébrica
aobot+aobix+aob,x? +aibox+aibix?+aibax3+azbox2+azb1x3+azbyx* =

=aobo +(aobi+a1 bo)x +(acb2taibi+azbo)x?+(a1ba+azbi)x3+azby) x2.

Esse fato sugeriu como definir os coeficientes na multiplicacao de dois
polindmios.

Multiplicagdo de polindbmios

Sejam P = (a1, az, a3, ...) e Q =(bg, b1, by, ...) polinbmios sobre R.
Chama-se produto de P por Q ao polindmio H=(co, c1, C2, ...), onde
Co=a0.bg , c1=a0.b1+a1.bo, c2=a0.bz +a1.b1 +az.bo,

cs3=ao. b3 +a1.bz +az.b1 +as.bo , etc...

Observe usando a definicao de multiplicacao de polindmios que:
(0,1,0,0,0,0,..).(0,1,0,0,0,0...) =(0,0,1,0,0,0,....)
(0,0,1,0,0,0,..). (0,1,0,0,0,0...) =(0,0,0,1,0,0,0,...)
(0,0,0,1,0,00,..).(0,1,0,0,0,0...) =(0,0,0,0,1,0,0, ...)
(8,0,0,0,0,,..).(0,1,0,0,0,0...) =(0,9,0,0,0,0, ...)
(8,0,0,0,0,..).(0,0,1,0,0,0,..)=(0,0,9,0,0,0,...)

Indica-se o polindbmio (0, 1,0, 0, O, ...) por X. Esse polindmio recebe o
nome de Indeterminada sobre R. Neste caso efetuando os produtos
teremos:

X*=(0,1,0,0,0,..).(0,1,0,0,0, ...)=(0,0,1,0,0,0, ...)

X3= X% X==(0,0,1,0,0,0, ...).(0,1,0,0,0....)=(0,0,0,1,0,0,0, ...) e
assim por diante.



O conjunto de todos os polindmios sobre R é indicado por R[X].
A partir de R[X] define-se o conjunto L={(a,0,0,0,...)/ a €R}

R R[X]
L
1 f
(1,0,0,0,...)
2 (2,0,0,0,..)
3 ) > (3,0,0,0,...)
a > (2,0,0,0,...)
7(2,1,0,0,0,..)
- (4,2,6,000,...)

E possivel mostrar que a aplicacdo f de R em L definida por f(x)=(x,0,0,0,...)
€ um isomorfismo de R em L. Para isso devemos mostrar que f é bijetora e
que paratodoae bemR, f(a+b)="f(a)+f(b) e f(a.b) =f(a).f(b).

De fato, f(a+b))=(a,0,0,0,...) + (b,0,0,0,...)= (a+b, 0,0,0,...)=f(a+b) e
f(a).f(b)=(a,0,0,0,...).(b,0,0,0,...)= (a.b,0,0,0,...) =f(a.b). A funcao f é injetora
pois para dois elementos quaisquer distintos de R correspondem dois
elementos distintos de L e para todo elemento (3,0,0,0,...) de L esta
associado o real a de R, portanto f é bijetora. Esse isomorfismo permite
escrever que R =L e como Lc R[X] podemos “aceitar dizer” que R é
subconjunto de R[X]. A partir dai identificam-se os elementos de R com os
elementos de L e escreve-se 1=(1,0,0,0,...), 2=(2,0,0,0,...), etc... Observe
gue o numero real 1 ndo é igual ao polinébmio (1,0,0,0,...), mas por abuso
de linguagem escrevemos 1€R[X] e dizemos que 1 é o polinbmio
constante. Seja o polindmio f=(ao, a1, a2, a3, ..., an, 0,0, 0, ...) temos que:
f=(a0,0,0,0, ...)+(0,a1,0,0,0, ...)+(0,0,a2, 0,0, 0,...)+ ...+(0,0...,0,a,, 0,0,..)
Mas(0,a1,0,0,0,..)=(a1,0,0,0,...).(0,1,0,0,0, ...)=a1X
(0,0,a2,0,0,0,..) =(a2,0,0,0,...).(0,0,1, 0,0, ...)=axX?



(0,0,0,a3,0,0,...) =(a3,0,0,0,...).(0,0,0,1,0,0,0, ...)=asX?
(0,0,...,0,a,,0,0,0,..) =(an0,0,0,...).(0,0,0,0,...,0,1,0,0,0,...)=anX"

Portanto
f=(ao, 0,0, 0, ...)+(0,a1,0,0,0, ..)+(0,0,a2, 0,0, 0, ..)+...+(0,0...,0,a,,0,0,..)=
=aogtaiX+a X%+ as)X3+..+ apX"

Denota-se um polindmio por f=ap+aiX+aX?+ asX3+...+ anX" ou por

f(X)= aotarX+a X+ asX3+...+ anX"

A partir de agora, o mistério que envolvia X desaparece. O X do polinémio
nao é um numero real mas sim a sequéncia (0,1,0,0,0,...) de nimeros
reais. Portanto temos agora um significado preciso para o simbolo X no
polindmio 3X2+4X+6. Precisamente 3X?+4X+6=(6,4,3,0,0,0,...). E os sinais +
gue eram simbolos sem qualquer significado exato, agora representam a
operacao de adicao em R[X]. Em sala de aula, freqlientemente falamos de
“expressoes algébricas” do tipo ax*+bx+c onde a,b e c sdo reais. Essas
palavras vagas “expressdes algébricas” agora revestem-se de consisténcia:
sao os polinébmios (c,b,a,0,0,0,...) sobre R.

A partir da definicao de polindmio sobre R pode-se definir a funcao
polinomial.

Chama-se funcao polinomial associada ao polinbmio

f(X)= ao+aiX+a2X?+ asX3+...+ anX" sobre R a uma funcdo f de R em R que
associa a cada valor real x, o nimero real ap+ai x+az x?+ az x3+...+ an x"
Observe que a indeterminada X do polindmio é representada com a letra
maiuscula e o numero real x da fungao polinomial é representado com a
letra minuscula. Indica-se a fungao polinomial por

f(x) = aot+a1 x+az x*+ az x>+...+anx" .Observe também que nesse caso x
representa um elemento qualquer de R e f(x) € o niumero real obtido
substituindo a indeterminada X do polindmio f(X) pelo numero real x.
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