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Ao final
dessa
aula vocé
devera

ser capaz
de:

Compreender o que é linha elastica

Definir sua funcao matematica

Determinar a equacao da linha elastica
em varias solicitacoes envolvendo cargas
pontuais

Calcular a deformacao e angulo de
inclinacdes maximos e suas localizacoes
em vigas sujeitas a cargas pontuais




Problema tipico

* A viga em balanco abaixo esta sujeita a uma carga P.
Conhecendo-se o modulo de elasticidade do material e o
momento de inércia da secao transversal, determine a
deflexao maxima v, e o angulo de inclinacao 6,.
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Linha elastica

* Alinha que passa pelo centro de massa da viga, apos sua
deformac3o (v) é chamada de linha elastica.

P Para o cdlculo da
deflexao maxima da
A ;; viga € necessario
calcular a equacgao da
(a) linha elastica.

Linha eldstica
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Determinacao da equacao da linha elastica

e Usando, para fins de demonstracao, uma viga em balanco

engastada:
e
\ o,
: \ \ m, v+ dv
’ ; l m; \ds ']'.I 6 l
1A BT
X Joo e dx

Portanto ds = p-df

ou

Da definicao de radiano, temos
que:



Determinacao da equacao da linha elastica

* Também temos que:




Determinacao da equacao da linha elastica

* Para pequenos angulos (em radianos), podemos considerar:

ds = dx tanf@ = @ Exemplos:
tan0,1 = 0,09967

tan 0,05 = 0,05004
tan 0,01 = 0,01000

* Assim:
1 3 do 3 do dv
b ds  dx e tanH—E—H
* Portanto
dv do d%v 1 d%v
H = — = > @ —_—= —
dx dx dx?2 p dx?



Determinacao da equacao da linha elastica

* Considerando que a viga opera na regiao elastica, vale a lei
de Hooke:

O_ limite de proporcionalidade
E=—=0=E-¢
€ P g
O-IP //V
* Ejavimos que: l;il/
M-y |
O =—— = -
I escoamento €
. . regiao |
e Assim: elastica
M-y ¢ M
E cE=E—/— D — = —
I ~y E-I



Determinacao da equacao da linha elastica

* Analisando uma pequena secao sob deformacao €, temos

que:
As’ — As

€ = lim
As—»0 As

As’=(p —y) - A6

\0
”l As = Ax = p - AO
.. __\ As > 0=A0 - 0




Determinacao da equacao da linha elastica
* Veremos a convencao de sinais adiante. Por enquanto,
consideremos:
E
E = — —
P y E-I

y M 1 M

—_— ) — =
0 I p E-I
1 d%v N N : .
. Como; =~ temos entao a equacao da linha elastica:
d’v M

dx2 E-1



Determinacao da equacao da linha elastica

e Considerando que E - [ seja constante (viga prismatica), a
deflexao sera obtida por duas integracoes da equacao.

E -1 dzv—M
dx2

e Observe gue cada integracao (indefinida) gerara uma
constante de integracao.

* As constantes de integracao serao determinadas usando-se

e As condicdes de contorno

* As condicoes de continuidade



Condicdes de contorno

* Nos apois, temos:

M
\’A=0 \'B:()

A deflexao nos apoios é nula

A B

| A
\'A = O
OA - ()

/ —

A deflexao e angulo de
inclinacdao sao nulos no
engaste



Condicdes de continuidade

* A linha elastica deve ser fisicamente continua. Em B:

dv, dv, O angulo de inclinacdo é
0 = Hla — Hza = d — = o mesmo dos dois lados
X1 dxz :
a a de B, ou seja, x; e x,.
V1, U V="V, = V2,
¥ U
- a B <B b »

A r A deformagaoem B é

= C
\“’u / a mesma, calculada

| por x;0uU X,.
g g 1




Convencao de sinais

* Sa0 as seguintes

+w Se a forca cortante tende a produzir um movimento
# T T I B horario, ela sera positiva
+M ( T i J+M Se o momento fletor causa compress3o nas fibras
e g superiores, ele sera positivo
v v

Elastic curve Elastic curve

< do

dv} I +0 — Edv
+v +v
X X :
+x ~dx~ -dx 1 +x
Se a secao de analise caminhar Se a secao de analise caminhar
para direita, o 8 sera positivo para esqueda, o 6 sera positivo

guando anti-horario. guando horario.



Procedimento

* O procedimento para o calculo da deflexao, angulo de
inclinacao e tensdes maximas, pode ser resumido nas
seguintes etapas

Reacdes nos apoios
2. Equacdoes do momento fletor

3. Equacao da linha elastica
1. Condicoes de contorno
2. Condicoes de continuidade

Calculo da deflexao maxima
Calculo do angulo de inclinacao

6. Calculo das tensdoes maximas



Exemplo 1

* Calcular a deformagao maxima v,, o angulo de inclinagao 6, e as
tensdes maximas na viga engastada abaixo, cujo comprimento é de 3,0
m e suporta uma carga pontual de 15 kN. A viga é composta por duas
cantoneiras de 6”x7/8”, com moddulo de elasticidade E = 200 GPa.
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Cantoneiras de abas iguais

Propriedades para dimensionamento

by P A | ty | ’x=’1 | Wx=wy | Ix=1Tly Tt min X ‘

pol cm ka/m cm? pol em | cm® cm? cm cm om |
6" 15,240 22,22 28,12 3/8" 0952 | 641,00 57,40 4,78 3.02 417
29,20 37.09 112" 1,270 828,00 75.40 4,72 3.00 427
35.00 45,86 58 1,588 [1.007.00]| 93.50 467 2.97 4,39
42,70 54,44 347 1,905 (1.173.00 | 109,90 4,65 2.97 4.52
49,30 6276 | 78 2.222 |1.327.00 | 124,60 4,60 2.97 4.62



Exemplo 1

* Respostas:
* Upmax = 25,4 mm
¢ 0,4, =0,73°
« g, = 78,3 MPa
0. = 186 MPa

L
~

15 kN
|
X i

A &’ 45 kKNm
|

|
0.00e+0, 2.54e-2 15 kN



Exercicio 1

* Calcular a deformagao maxima v,, o angulo de inclinagao 6, e as
tensdes maximas na viga engastada abaixo, cujo comprimento é de 5,0
m e suporta uma carga pontual de 5 kN na extremidade livre. A viga é

composta pelo perfil | 10” da tabela, com mdédulo de elasticidade E =
200 GPa.

5 kN

M MEAESSSEANMESsEEEEE




Exercicio 1

* Respostas
* Vpay = 20,3 mm
© 0,4, = 0,348°
e or = 61,8 MPa
* o = 61,8 MPa

wn
N
!

5 kN

25 KNm * % A
|

'
5 kN



Exemplo 2

e Calcular a deformacao e angulo de inclinagcao maximos e as tensodes
maximas na viga abaixo. O perfil a ser usado é o W 150 x 18,0, com

modulo de elasticidade E = 200 GPa.

6 kN

i< am By

1m——‘
C

— X1
X9 -
S ESPESSURA
BITOLA Linear d | h & "
mm x kg /m
K9/M mm mm mm mm mm mm cm?
W 150 x 13,0 13,0 148 100 4,3 4,9 1381118 16,6
W 150 x 18,0 18,0 153,102 5.8 7.1 139,119 234

W 150 x 22,5 (H) 22,5 152':152: 58 6.6 '1139. 118

Q

EIXO X - X
Wy ™
an?® em
85,8 . 6,18
1228 || 6,34
161,7 '\ 6,51

EXOY-Y
w, ¥

m’ cm
16,4 12,22
24,7 12,32
50,8 13,65



Exemplo 2

* Respostas:
* Vmarx = 1,54dmmemx =1,64m
- 6, =0,081°
« 65 =0,102°
* or = 32,6 MPa
* 0 = 32,6 MPa

IKR‘L&“’R‘& \ l '/ ?
I T i
: _&,R:{H B / :
2 kN T 4 kN

=3-03e=20,1.53e-3



Exercicio 2

e Calcular a deformacao e angulo de inclinacao maximos e as tensodes

maximas na viga abaixo. Serdao usados dois perfis W 150 x 22,5, lado a

lado, com mddulo de elasticidade E = 200 GPa.

25 kN

2,0m

BITOLA
mm x kg /m

W 150 x 13,0
W 150 x 18,0

W 150 x 22,5 (H)

50m
Massa ESPESSURA
Linear d br h o
tw tr
Ke/m ovm mm  mm mm mm mm
3, 148 O 4,3 4.5 38 i8
18,0 153 102 5.8 7.1 139,119
22.5 152152 5.8 6.6 139115

=

EIXO X - X

W 0

m: om
85,8 6,18

X

.
_.--H_.__..

w

X
——
EXOY-Y
BT ] [
16,4 12,221 255
24,7 12,32 385



Exercicio 2

* Respostas:

* Vpay = 282mmemx = 3,24m

¢ 61 — 0,840
« 0, =0,63°
* or =110 MPa

6. =110 MPa

s

17.86 kN

\\;

/.1



Exemplo 3

* Calcular a deformacao e angulo de inclinacao maximos e as

tensdes maximas na viga abaixo. Sera utilizada uma
cantoneira de 4”x7/16”, com moddulo de elasticidade E =
200 GPa.

; l

A

pol

e

Okr - ‘ o > 1

B 17

' o - i 8
L |
| -

A— | Wi=W, | =1y X
cm? pol om | an’ | m cm
12,51 1/4° 0,635 16,40 3.17 . 2.77
15,48 5167 0.794 21,30 3.15 1 2.84
18,45 3/8" 0,952 24,60 3,12 ! 2.90
¢1.39 ne 1,111 23,30 3,14 98 R )
24.19 172" 1,270 32.80 3.10 98 3.00
26,96 916" 1,429 36,10 3.07 98 3.07

| 2973 | 5@ | 1588 3940 | 305 % | 3.12




Exemplo 3

* Respostas:

~ ¢==]

VUmax 45 = 247 mm
VUmaxge = — 2,62 mm
Omax,p = 0,184°
Omsxge = 0,643°

or = 56,7 MPa

oc = 139 MPa

~==>



Exercicio 3

e Calcular a deformacao e as tensdes maximas na viga abaixo. Serao

utilizadas duas cantoneiras de 4”x 9/16”, conforme figura, com maddulo
de elasticidade E = 200 GPa.

3 kN

l 2,0m 4,0 m
A

T T T t

pol cm ka/m cm® pol cm

4" 10.160 8,81 12,51 14" 0.635 . :
1219 | 1548 | 516" | 0.794 . !
1457 | 1845 | 38 | 0952 . .
16,80 ¢1.35 Ne 1,111 208,00 | 2950 3.12 1.98 RS
19.03 | 24.19 12" 1,270 | 23300 | 3280 | 3.10 1,98 3,00
2126 | 2696 | 916" | 1.429 | 254,00 | 36,10 | 3.07 1.98 3,07
2335 | 2073 | 58 1588 | 279.00 | 3940 | 3.05 1,96 3,12




Exercicio 3

* Respostas:
* Vpay = 23,6 mm
* or = 36,3 MPa
* o = 83,7 MPa

3 kN j
a
A
i
i

0.00e+0, 2.36e-2 4.5 kN



Exemplo 4

* Um perfil com I, = 6500 cm*, com um acode E =
200 GPa sera usado na estrutura abaixo. Calcule a
deformacao maxima da linha elastica

30 kN
15 kN

S —
=2

<—2m i 2m » - 2m—>(



Exemplo 4

* Resposta
* Vpay = 1,33mmemx =291m

30 kN 15 kN

—=p)
i)

25 kN “9614-8"19, 1.33e-2 20 kN



Exercicio 4

* Um perfil com I, = 6000 cm*, comum acode E =
200 GPa sera usado na estrutura abaixo. Calcule a
deformacao maxima da linha elastica

20 kN 30 kN

3,0m l 2,0 m l 1,0 m

1>

A



Exercicio 4

* Resposta
* Vpmarx = 13,1mmemx = 3,15m
6, =0,35°
* 6; =0,43°

20 kN 30 kN




Exemplo 5

* Calcular a deformagao maxima v,, o angulo de inclinagao 6, e as
tensdes maximas na viga engastada abaixo, cujo comprimento é de 5,0
m e suporta uma carga distribuida de 3,0 kNm da extremidade até a
metade do comprimento. Serao usados dois perfis W 150 x 22,5, lado a
lado, com mddulo de elasticidade E = 200 GPa.

T 1.8 .0
“, ./"HA/"C

I urva elastica
‘ 4 —— ; 'r -

- ESPESSURA EIXO X - X EXO Y- Y
5 Bl b h d' Am
BITOLA Linear T
mm x kg/m bw b Ix Wi ™ Zx I, Wy ¥ Zy
Ke/m mvm mm mm mm mm mm cm’ em® em? cm em? em® em® em  om?
W 150 x 13,0 13,0 148 100 4,3 4,5 138/ 118 16.6 835 85,8 6,18 86,4 82 16,4 2,22 25,5
W 150 x 18,0 18,0 53,102 S8 7.1 139,119, 234 835 122.8 6,34 1384 126 24,7 1 2,32 38,5

W 150 x 22,5 (H) 22,5 152152 5,8 6,6 1139115 25,0 1229 161,7 6,51 175.6 387 50,5



Exercicio 5

* Calcular a deformagao maxima v, e o angulo de inclinagao 8, na viga
engastada abaixo, cujo comprimento é de 5,0 m e suporta uma carga
distribuida de 10 kNm. A viga é composta por duas cantoneiras de
6”x7/8”, com modulo de elasticidade E = 200 GPa.

10 kKN/m

- [AEEERRERERRRY
"UAY/‘.’HA//—*C

-

urva elastica
# h 1 'r

- L -

Cantoneiras de abas iguais

Propriedades para dimensionamento

— 2 - - T T.._ — — - — —
by P A_| t; | b=l |W=W

Ix=1TIy T min X !
pol cm ka/m cn? | pol em | cm® cm? cm cm om |
4 4 ‘ . {
6" 15,240 22,82 28,12 | 38 0,952 1 641,00 57.40 4,78 3.02 417 ‘
29,20 37.09 1/2° 1,270 | 828,00 75,40 4,72 3,00 4,27
35.00 45,86 58 1,588 w 1.007.00 | S3.50 467 2.97 4,39
42,70 54,44 34° 1,905 1 1.173.00 | 109,90 4,65 2.97 4,52
49,30 6276 | 78 2222 |1.327.00 | 124,60 4,60 2.97 4.62




Exercicio 5 - respostas

3.05e-21, 1.46e-1

Displacements

dx1 0.00000000000C0
dZ1 0.00000000000C0
dR1 0.000000000000
dx2 0.000000000000
dz2 0.1472

dR2 -0.03925

max. displace 0.1472 at 5.000
min. displace 0.00000000C0000 at 0.000000000000

Moments

M1 -125.0

M2 0.000000000000

Mmin -125.0 at 0.000000000000
Mmax 0.00000C0000000 at 5.000
Shear Forces

V1 50.00

V2 0.000000000000

Vmin 0.000000000000 at 5.000
Vmax 50.00 at 0.0000000C00000

Normal Forces
N1 0.000000000000
N2 0.000000000000

.

T 125 kNm

50 kN



Exemplo 6

e Calcular a deformacao maxima, os angulos de inclinacdaos nos apoios e
as tensdes maximas na viga engastada abaixo. Serao usados dois perfis
W 150 x 22,5, lado a lado, com mddulo de elasticidade E = 200 GPa.

 — : 10 kN/m
I m
| , = ry
Lo | el Pl R 4 3,0m 2,0m  §
1M ] 2 4 !
0 0
‘ 1.33 kN 8.67 kN
r X B
Masss ESPESSURA EIXO X - X EIXOY-Y
5 Bl b h d' Area
BITOLA Linear T
mm x kg /m tw b Ix Wy ™ Zx I, W, ¥ Zy
Kg/m mm mm mm mm mm mm sz Cm‘ cm3 cm sz Oﬂ‘ cm3 cm u'nz
W 150 x 13,0 13,0 148 100 4, 4, 138 118 5 85,8 8 = 82 4 12,22 25,5
W 150 x 18,0 18,0 153 102 5.8 7.1 139,119, 23.4 832 122.8 6.34 2.4 26 24,7 1 2,32 38,5
58 " 66 139 116 2 22 1.7 5 78,6 387 50,5 5 77.9

(B}
o
o
N
1
0
.
o
A
i
\
i

W 150 x 22,5 (H) 22,5 1521152



Exemplo 6 - respostas

* Segmento esquerdo

Displacements

dX1 0.000000000000
dz1 0.000000000000
dR1 -0.001076

dXx2 0.000000000000
dz2 0.002007

dR2 0.0001447

max. displace 0.002020 at 2.817
min. displace 0.000000000000 at 0.000000000000

Moments

M1 0.000000000000

M2 4.000

Mmin 0.000000000000 at 0.000000000000
Mmax 4.000 at 3.000

Shear Forces

V1 1.333

V2 1.333

Vmin 1.333 at 0.000000000000
Vmax 1.333 at 0.000000000000
Normal Forces

N1 0.000000000000

N2 0.000000000000

Omax 14,4 MPa,em x = 3,73 m

* Segmento direito

Displacements

dX1 0.000000000000
dz1 0.002007

dR1 0.0001447

dXx2 0.000000000000
dz2 0.000000000000
dR2 0.001636

max. displace 0.002007 at 0.000000000000
min. displace 0.000000000000 at 2.000

Moments

M1 4.000

M2 0.000000000000

Mmin 0.000000000000 at 2.000
Mmax 4.649 at 0.7303

Shear Forces

V1 1.333

V2 -8.667

Vmin -8.667 at 2.000

Vmax 1.333 at 0.000000000000
Normal Forces

N1 0.000000000000

N2 0.000000000000



Exercicio 6

e Calcular a deformacao maxima, os angulos de inclinacdaos nos apoios e

as tensdes maximas na viga engastada abaixo. Serao usados dois perfis
6” x 7/8” lado a lado, com maddulo de elasticidade E = 200 GPa.

50 kN/m
R 5T R

3,0m

Cantoneiras de abas iguais
Propriedades para dimensionamento

P A | t; | k=

IJ . W, = W,. | Ix=1y T's min {
ka/m em? | pol om | cm® cm? cm cm om |
22.2 28,12 3/8" 0952 | 641,00 57,40 4,78 3.02 417
29,20 37,09 1/2" 1,270 828,00 75,40 4,72 3.00 4.27
36.00 45,86 5@ 1,588 |[1.007.00 | 93.50 467 2.97 4,39
42,70 54,44 34" 1,905 |1.173.00 | 109,90 4,65 2.97 452
49,30 6276 | 78 2222 |1.327.00 | 124,60 4,60 2,97 462




Exercicio 6

* Respostas

uwn
. o e e 7 50 kN/m
é v Y I . 4 Y Y v % & * — t“ — + ‘ + ‘ * * i L{l
1 e
25 kN 3 50.kN
oo' (Tp]
Displacements
dx1 0.000000000000
dZ1 0.000000000000
dR1 -0.004945
dx2 0.000000000000
dz2 0.000000000000
dR2 0.005652
max. displace 0.004976 at 1.558
_ min. displace 0.000000000000 at 0.000000000000
o. = 50,4 MPa
Moments
— M1 0.000000000000
O-T T 1 1 6 M P a M2 0.000000000000
Mmin 0.000000000000 at 3.000
Mmax 28.87 at 1.732
Shear Forces
V1 25.00
V2 -50.00
Vmin -50.00 at 3.000
Vmax 25.00 at 0.000000000000

Normal Forces
N1 0.000000000000
N2 0.000000000000



Ao final
dessa
aula vocé
deve ser
capaz de:

Compreender o que é linha elastica

Definir sua funcao matematica

Determinar a equacao da linha elastica
em varias solicitacoes envolvendo cargas
pontuais

Calcular a deformacao e angulo de

inclinacdes maximos e suas localizacoes
em vigas sujeitas a cargas pontuais




